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POSTULADOS CONTINUOS Y DISCRETOS
EN MODELOS DE CRECIMIENTO OPTIMO

BETINA DUARTE

1. INTRODUCCION

En el aiio 1960 Koopmans (K] elaboré un modelo de crecimiento en el que el tiempo
era tratado como una variable discreta, intentando describir un conjunto mas general
de funciones de utilidad que las utilizadas en modelos aiteriores. Istas consistian en una
serie de utilidades instantdneas descontadas. Il modelo de Koopmans parte de una serie de
supuestos como los de estacionariedad y no complementariedad limitada en el tiempo que
le permiten concluir que sus funciones de utilidad tienen una tasa de preferencia temporal
variable. Ademads las funciones de utilidad quedan caracterizadas por una funcién de
agregacién. Posteriormente Mantel [M4] elaboré el modelo para tiempo continuo en base
a supuestos similares a los de Koopmans. Mantel mostré que la funcién de bienestar de un
programa puede ser evaluada como el valor inicial de la solucion de una ecuacion diferencial
que relaciona el incremento marginal en la utilidad prospectiva debido al adelanto del
programa con la utilidad instantinea de la canasta de bienes descartada. Para estas
funciones de bienestar la tasa de preferencia temporal también es variable. En su trabajo
Mantel definié como programas de consumo funciones de variacién uniformemente acotada
sobre compactos.

El propdsito de este trabajo es dar una demostracion rigurosa de las afirmaciones del
trabajo de Mantel [M4] en el sentido de que si la funcién de bienestar de tiempo continuo se
considera restringida a programas constantes a trozos de una misma longitud fija se puede
ver como una funcién de utilidad de tiempo discreto y en este caso verifica los postulados
de Koopmans.

Para esto mostraremos que el conjunto de funciones de variaciéon uniformemente acotada
constituye un espacio métrico separable, puesto que se aproximan por funciones constantes
en intervalos de idéntica longitud en todo el eje positivo.

También mostraremos que, como en el caso discreto, si un programa se pospone in-
definidamente, anteponiendo una canasta que se extiende a lo largo del tiempo de espera,
la utilidad de dlcho programa tiende al de la canasta.

Deseo agradecer al profesor Rolf Mantel su propuesta de estudiar este problema asi como
también sus comentarios que resultaron para mi sumamente valiosos . También quiero
agradecer al profesor Ignacio Zalduendo sus estimulantes sugerencias y observaciones.

Typeset by Ap4S-TEX



2 BETINA DUARTE

2. DESCRIPCION DE LOS MODELOS DE TIEMPO DISCRETO Y CONTINUO.

Presentamos en esta seccién una breve descripcién de los espacios de programas de los
modelos de Mantel y Koopmans, sus elementos y las métricas respectivas tanto para la
variable continua como para la discreta que se utilizaran en el trabajo.

Tiempo Continuo (M4]

Los posibles valores de consumo estdn representados por un conjunto C' C IRY acotado
y conexo. B

Un programa de consumo serd una funcién z : [0,00) — C' de variacién uniformemente
acotada sobre compactos de [0,00) , es decir que existen constantes Ty M positivas tales
que en cualquier intervalo [t,¢+ 7] C IR»¢ « es una funcién de variacién acotada con cota
M vy, por lo tanto, en cada [t ,¢+ T'] existen funciones no decrecientes en cada una de sus
coordenadas p(s) , n(s) que verifican

Vs € [t,t+ T z(s) = p(s) — n(s)
Vi (z) = p(s) +n(s)

Convenimos en llamar a V;?(2) la variacion de z desde t hasta s si bien V() es un vector
cuya coordenada i-ésima es la variacién de la coordenada i-ésima de z(s). La variacién
verifica entonces:

I Vi (@)l < M

n
donde las barras de médulo significan ||z(s)|| = Z |zi(s)| pues z(s) € IR"
i=1

Siendo funciones de variacién acotada se pueden suponer continuas a derecha en todo
[0,00) ( las funciones mondtonas crecientes o decrecientes tienen una cantidad numerable
de discontinuidades que son saltos y podemos modificarlos para que resulten continuas a
derecha; veremos que la distancia que vamos a definir sélo las distingue pp). Notaremos
con X al conjunto de programas de consumo. Cuando un programa sea constante, i.e.
Vt z(t) = c lo identificaremos con la canasta de mercancias que se consume durante todo
tiempo £. Asi también z = (b,; ,z) significa que el programa z consume la canasta b hasta
tiempo t = s y luego consume el programa z pero no desde su comienzo sino desde ¢ = s.
En otras palabras

b si t<s
2(t) = ; :
z(t) si t>s
Mais generalmente z = (,z,;,y) significa que
z(t): { z(t+7) si i< 3‘—1'
yt—(s—7)+u) si t>s—1r
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Convenimos que b, = ,b, ¥ 4@ = ,Z0. Luego (z serd un desplazamiento a izquierda del
programa @ pues segin la notacion -

z(t)==z(t+e) VI 20

En el conjunto X de programas de consumo se define una distancia:

i+T
d(z,y) = s:l;lﬁ)/t llz(s) — y(s)llds

Luego (X, d) resulta un espacio métrico y las funciones se distinguen pp. Observemos que
con esta métrica el consumo del futuro tiene el mismo peso que el del presente y que, la
distancia entre dos consumos z e y no se altera si se desplaza a ambos del mismo modo.
Esto es, dados @ , y y 2

d(z,y) = d(ze,2),(20,9)]

y no aumenta si se desplaza a izquierda, es decir,

d[(:2), (y)] = d(z,y)

Veamos que un programa estd cerca de un pequeiio desplazamiento de si mismo. Dado
que Y &

t+T t+T
ft (s + €) — a(s)||ds < [ IVete(z) — Ve (@)llds =
t-te
= / IVe+2 () — Vi (2)llds =

t-}e€
= [ W@l < e
i

donde K es cota para el conjunto C de los valores de la canasta que es acotado, luego

d(z,z) < eM

Tiempo discreto [K]

Los programas de consumo estan representados por sucesiones con la siguiente notaciéon

12 = (813 825 0s Bnj o) = (®1522) = (215225 32)
donde cada z; € C C IREO C conexo y @; representa el consumo del periodo 1.
Llamamos también X al espacio de programas de consumo y consideramos en X la dis-
tancia
412312 = sup o — o}

Hay que notar que, ya que los programas toman valores en IR™ deberiamos especificar
a qué norma nos referimos. En su trabajo Koopmans deja libre la eleccién pues todas
son equivalentes. I'n este trabajo, para unificar la notacién, usaremos la misma que para
tiempo continuo.
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3. UN TEOREMA DE APROXIMACION PARA TIEMPO CONTINUO

Teorema. Bl espacio X de funciones de tiempo continuo  : [0;00) — C de variacién
uniformememte acotada sobre compactos de [0;00) es separable. Toda = € X puede ser
aproximada por funciones constantes a trozos de la misma longitud; i.e. dadoz € X y
€ > 0 exister : [0;00) — CNQ" y existe § suficientemente pequeiio tal que r es constante
sobre los intervalos I,, = [né;(n+1)8) ne€ IN y

d(z;r) <e

Dem: Supondremos que (t) es un programa a valores en IR para simplificar la notacién,
pues la demostracién en IR™ es andloga. Separando la recta en los intervalos
(0,T] ; [T,2T] ;... [nT,(n4+1)T] ... esta funcién = genera una sucesién de funciones

,:[0,T] — IR  au(r)=2(nT+r) nelNy que verifican

Va Vi(zn) <My YEe[0,T] |e.(t)] < K

es decir que son funciones acotadas y de variacién acotada en el [0,T] que podemos suponer
continuas a derecha.

Dado e sea J € IN : J > MT, Dividimos el intervalo [0,T] en intervalos de medida Z =y

Li=[0% L= ‘7;, A R [ZF, ('"—+J1£] . ¥ en cada I), definimos una funcién
gn constante a trozos para cada z,, como sigue
hT \
dado s€l, gn(s) = a:n(T) = hf.r;-+ D, N\ Tenemos que
s— 5

/U () = gn(s) |ds—2 f [5n() = g (s)]ds

< Z sup |zn(8) = gn(s)| m(I)

J—l
<D Vi (2n = gn) m(In)
h=0
F-i o I-1
=Y Vi (2n) m(I}) < 7 2o Vi (2n)
h=0 . h=0
T . MT
= Y (n) € 5 <e

Ln esta serie de desigualdades se usé que para toda f , V2(f — cte) = VE(f) y que si
< b

se tiene una funcién f tal que f(a) = 0 entonces sup |f(¢)| < V2 (f). m(I,) indica la
‘ t€[a,b)
medida del intervalo I},.
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Por lo tanto cada z, tiene una g, constante en trozos de igual longitud (%) suficien-
temente cerca. Si ahora volvemos a considerar el programa z y una funcién g que es la
unién de las g, se tiene que, dado § existe ¢y tal que:

; t+T to-+T
d(z,9) = sup / [a(s) — g(s)lds < f ja(s) — g(s)lds +6 < 2¢+ 6

to

ya que el intervalo [ty o +T') puede estar en a lo sumo dos intervalos de la division anterior.
Siendo que esta desigualdad vale V§

d(z,g) < 2e¢

Observemos que cada g, (s) puede ser aproximada por otra constante racional, i.e. pode-
mos definir otra funcién constante sobre los I, y a valores racionales 7,(s) tal que

lgn(s) = 7u(s)] <§1- Vs € [0,T]

T
y asi / |gn(8) — rn(s)|ds < €
0

T
Luego / |20 (8) — rn(8)|ds < 2¢
0

Es facil ver que dada la proximidad de g y de r al programa = ambos resultan funciones
del espacio donde estamos trabajando pues resultan de variacién uniformemente acotada.
Siendo 7 el programa que resulta de la unién de los 7, se tiene que » aproxima a z. El
conjunto de funciones constantes a trozos de longitud % en el [0, 7] a valores racionales es
numerable. Entonces variando J € IN y considerando la union a lo largo del eje positivo
también. Luego el espacio X tiene un subconjunto denso numerable.

4., POSTULADOS PARA TIEMPO CONTINUO Y DISCRETO

Koopmans (K| y Mantel [M4] elaboraron una lista de postulados para tiempo discreto
y continuo que ahora vamos a citar de modo de tenerlas presentes en lo que sigue.” Los
motivos y la necesidad de cada uno de ellos se hallan en los respectivos trabajos.

Tiempo continuo

P.1., Existencia y continuidad

Existe una funcién de utilidad W definida sobre X que satisface la condicién de Lipschitz
|W(z) — W(y)| < K; d(z,y) para alguna constante K.

W (=) se denomina utilidad prospectiva o bienestar del programa z. Para una canasta
se define u(c) := W(c) la utilidad inmediata o instantdnea de la canasta.
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P.2. Sensitividad

Existen dos programas ¢ e y que coinciden a partir de algin instante y que difieren en su
utilidad i.e.

W (. s8) > Wiy,;.z)
P.3. No complementariedad limitada

Para todos los programas z,y € X, para todas las canastas de consumo b,c y para todo
tiempo s

W(bs;z) > W(essa) = W(by;y) > W(es;y)
P.4. Estacionariedad

Para toda duracion de tiempo s y programas z,y € X

W(z) 2 W(zsiy) <= W(,z) 2 W(y)
P. 5 Programas extremos

Existen @ ¥ € X programas tales que Vo e X

W = W) < W(z) <W(@) = W

Tiempo discreto

P1; Existencia y continuidad

Existe una funcién de utilidad U definida sobre X (donde X es el espacio de sucesiones)
con la siguiente propiedad de continuidad. Si Uj es un valor de la funcién y U’, U” son
tales que

U' < Uyl UP

existe un nimero § > 0 tal que si 2 verifica U(y2) = Uy y si d(;z, 12') €8 , entonces

U' < U(z2') < U”

P2, Sensitividad

Existen dos vectores de consumo para el primer perfodo z; , @} y un programa a partir
del segundo periodo ;z tales que

U(e1jze) > U();2)
P3; No complementariedad limitada

Para todo @1;@]; ;2 se tiene
(3a) U(z1;22) > U(-'”‘ﬁzm) = U(zy;qa") > U(=y; 2')

W v e e 1Y

LASIAD BE SAN ANoRes
é RI2IOTECA "

T
i
57
¥ 11
J



POSTULADOS CONTINUOS Y DISCRETOS T

(3b)  U(w1;22) = U(myjaz') = U(z];22) > U(z];az’)
(3a) también se puede escribir: \
U(zy;22) > U(zyjaz) => U(zy;22') > U(z];22") y
U(z1;q2) = U(z};22) = U(zy322') = U(z};22')
(3b) también se puede escribir:
U(wy;22) > U(zyjza’) = U(zl;a2) > U(eyjaz’) v
U(zy;22) = U(zyj22') = U(z);22) = U(2];22")
P4, Estacionariedad
Para todo x1;22; 22" se tiene que
U(Zl;gfﬂ) > U(El;gwl) =14 U(gz) > U(g!‘»')

Es decir que €l orden de programas que coinciden en el primer periodo no se altera al
avanzar el tiempo. :

Pb5; Programas extremos

Existen programas ;z ;% € X tales que V2 € X

U

li

U(lg) S U(]_E) SU(]_E) = _U_'

5. LA FUNCION DE BIENESTAR

El propésito ahora es mostrar que una funcién de utilidad que cumple los postulados
de tiempo continuo verifica los de tiempo discreto si solo se la considera sobre funciones

constantes a trozos.
Veremos que cada vez que dividimos el intervalo [0,00) en intervalos de medida h > 0

i

Iy = [0;h) I =[h;2R) ... I, = [nh;(n+1)h) ..

y consideramos aquellos programas z € X de tiempo continuo que son constantes en cada
I,, los programas son admisibles como sucesiones poniendo 1z = (z1;232; ...;@nj...) donde
z,, = 2|, ¥ la funcién W define una funcién de utilidad

Uh(la:) = W(:B)

~ Esta funcién de utilidad y los programas cumplen los postulados de tiempo discreto.
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Teorema. Dada una funcion de utilidad W que cumple los postulados de tiempo continuo,
se tiene que: para todo h > 0 los programas (z|1,; ®|1,i-..) ¥ la funcién de utilidad uh
cumplen los postulados de tiempo discreto.

Dem: Comencemos con el postulado de continuidad P1l4. Sea o un valor de U? y sean
U',U" y 1= tales que U' < UP(12) = o < U". Sea d = min{U" — a;a — U'} . y sea K|

la constante de Lipschitz de W. Sea 1z otra sucesién tal que sup,, ||z, — z,| < KT Si
]

notamos como z y z a las funciones asociadas a las sucesiones, es decir que z|;, = z, ¥y
Z|1, = %n tenemos

e [T 4 d
d(or5) = oup [ (o) ~ #(e)llds <sup [ 255 =
= [U*(s2) — UP(12)| = |[W (=) — W(2)| < Ki d(z;2) < d

== —d+a=—d+ Uh(lﬂl) < Uh(l-z) < d+Uh(1:l!) =d+ta

=2 Uf & Uh(lz) < UH

Luego U™ verifica el postulado de continuidad. Veamos los postulados P34 a) y P44.
Si se verifica P3. V 3,V b, ¢ canastas y Vz,w programas y se tienen funciones constantes a
trozos que ya notamos como sucesiones z = j2;2' = 12’ basta tomar s = h y se tiene

Uh(m;zm) > Uh(m;;zz) — Uh(‘“l;z-’ﬂ') 2 Uh(-"’;;zmr)

El postulado P4, es directamente el mismo enunciado. Para ver el P34 b) tenemos que
usar dos veces el P4y

Ut (21522) 2 Ut(21;22") = Ut(z2) > Ut(32') = Ul(z};22) > UP(z};22")

El postulado P2, de sensitividad no sélo involucra a U* sino también a los programas.
Queremos ver que existen dos sucesiones que coinciden salvo en el primer periodo y que
tienen distinta utilidad. Tenemos dos programas, en tiempo continuo, que coinciden a
partir de un instante s y

W(z,;5.2) > W(y,;,2)
Supongamos que existe § : 0 < § < s tal que

W (o524 s2) = W(o—sVs; o)

Entonces
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W(yl-ﬁ; a—6%s) .23) = W(y.—&; o—56Vas ,:B)
= W(xl;la:) - W(ya—-ﬁ; l—&xl;lm)
= W(24-6; s-52) > W(Ys—s53 s-6%)

y estos programas coinciden desde antes. Luego podemos adelantarlo todo lo que sea
necesario y suponer, entonces, que existen dos programas tales que

W(zs;e2) > W(ys;o2)

y que las utilidades de (;2,;,2) y de (:¥s;,2) no se igualan en ningiin momento ¢ < s.
Como estas utilidades no se igualan y la funcion:

o:[0,8] — IR>o a(r) = W(,z,;.2) — W(rvs;,.2)

es continua y verifica a(0) > 0, a(s) = 0, a(r) # 0'Vr < s , entonces no existe r tal
que o(r) < 0 . La continuidad de o se deduce de la condicién de Lipschitz de la funcién
H(t) = W(s2) (ver [M4]).

Teniendo en cuenta esto 1ltimo y los programas (z,; ,z) Yy (ys; ,a:) podemos suponer
que s = & tomando n adecuado, luego dividir [0, 5] en intervalos I}, de medxda , JEIN
y aprommar a 2, e y, por funciones constantes a trozos g, = (¢1;...;25) y 9y = (yl, i)
(Hay aqui un abuso de notacién; g, y g, estén sélo definidas en [0; a) y valen en cada I} las
constantes indicadas. En lo sucesivo usaremos esta notacion identificando a las funciones
constantes a trozos con las sucesiones que indican el valor de las constantes y solo habra
que aclarar cudl es la duracién de esa constante).

Con una buena aproximacién seguird valiendo la desigualdad i.e.

W((21; i 25); o) > W((Y15 -5 90); 02)
Si tomamos el iltimo podemos suponer
W(zs;az) > W(ys;.z) | (*) .

(en realidad podemos suponer que son distintos pero cualquier desigualdad nos sirve) puea
si fueran iguales, cambiamos las colas como antes y tenemos

W (215 5 25-1); 253 a2) > W((¥15 i Ya—1); 235 52)

Esta situacién podrfa repetirse hasta tener en iiltima instancia

W((z1;22..387-1527); 42) > W((Y1; 225 o0; 27-1; 27); 52)

En cualquier caso conseguimos dos programas, con distinta utilidad, que coinciden después
de un primer periodo de duracién 7"; donde cada uno es constante.
Ahora completamos con constantes hasta tener una primera parte de longitud »
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Por P4, y (%) W(2s;27;02) > W(z 13975 02)
Por P3, y (*) cambiando ,2 por (yr;,2) W(zs;975;.2) > W(Ys; 955 2)

Las dos tltimas desigualdades nos dicen que
W(zsizs;ez) > W(ysivs;.x)
De la misma manera, por induccién, se tiene que V m € IN

W(zg;.i2352) > W(ys; ;955 .2)
n veces m veces

en particular Jn veces para tener una primer constante de longitud k. Cambiando ar-
bitrariamente la cola por una cola de constantes a trozos (de longitud %) digamos z =

(205208 ol Bndon) =18
UM (w1512) = W(z}iz) > W(yhi 2) = UM(y1512)
donde z}(s) =21 ¥y y,(3) = us.

Por lo tanto W define una funcién de utilidad que verifica todos los postulados salvo,
- hasta aqui, el de programas extremos P54. Antes de demostrar este postulado, necesitamos

ver la siguiente proposicion.
Proposicién. V programa = ,V canasta c y V tiempo ¢
nll_’ngo W(cne;z) = u(c)

donde (¢p4; ) es el programa que consume la canasta ¢ durante el intervalo [0,nt).

Dem: Tomemos al tiempo como una variable discreta y supongamos tener una funcién
de utilidad U que verifica todos los postulados salvo, quizas, el de programas extremos.
Consideremos una sucesién de consumo (w;y;wy;...) dada por un patrén w = (wyj...;w,)
que se repite y notemos

Un(repw;ie) = Un(rep(ws;.: - wp);12) = U((wij...;wp);12)
N —
n veces

Se tiene entonces por [K]
nango Un(repw;iz) = U(repw)

donde repw es la serie de consumo dada por repetir el patrén indefinidamente.



POSTULADOS CONTINUOS Y DISCRETOS 11

Supondremos ahora que ¢ € IR y = una funcién constante a trozos de longitud :} para
algiin J € IN, llamamos h = %. Podemos identificar a z como antes con la sucesién que
indica los valores de las constantes que toma z = ;2. Luego '

W (e z) = UP((erjmjes);12)

=> W(ent;2) = Up(rep(er; ics)ine) ——— Ur(rep(er;..ier)) = U(e) = W(e)

Si ahora @ es una funcién cualquiera admisible y ¢ € IR dado ¢ existe, por el teorema
de la secciéon 3, J y una funciéon constante a trozos de longitud } = h que notamos
gs = (z1;22;...) tal que

€
d(.’b, g) < E

(recordemos que K| es la constante de Lipschitz) y por lo tanto esta distancia va a ser la
misma si anteponemos secciones de los mismos programas. Entonces

€
d((eniiz)i (entige)) < 7= Vn (% %)
|
Luego siendo

W(et; 92) = UM((e15- -5 €0)512)

W (cat; 9a) = Un(rep(es; .- .;cr);12)
Se tiene por (* *)
|W (et ©) — UP(rep(es;..ier)iiz)| < e
Entonces se tiene que para todo n > ny
W (ene; ) — W(e)| = |W(ene; z) — Uh(c)| < 2

Con lo que hemos demostrado la proposicién.

Finalmente, volviendo a'la demostracién del teorema, vamos a ver que a partir de esta
proposicién se puede mostrar que la U* también verifica el postulado P5; de programas
extremos. Sea T el mejor programa de tiempo continuo. Se tiene

W(z;7) < W(z)

pero si fuera W(%;;7) < W(%) se tendria por P4, que W(Z) < W(;Z); lo que es un
absurdo pues T es el mejor programa. Luego

W (%) = W(3)
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Por induccién , VYn € IN
W (50s; 7) = W(3)

Como T es contmua. a derecha en ¢ = 0 dado ¢ existe § <1 tal que si 8 < § entonces

Iz(s) — =(0)|| < TF Sea ¢ = %(0). Tenemos

€

d((ms, (66:”) / ||z(u) —-c"du < TK, TK: K TK,;

Entonces
|W(z5;%) — W(esi®)| < e
y también, para todo n € IN tal que né > T

T
_ €
&((@ngi s cnsi2)) < [ I(@ns)w) = elldu < -
0

Luego : © 4
|W(Zns; T) — W(cns; T)| < €
Siendo W = W (#,5;%) y tomando limite podemos escribir
W — Jim W(ensi®)| <€

y por la proposicion

W —W(e)| < e Ve
luego, podemos concluir
W(c) =

Entonces el mejor programa que se obtiene para txcmpo discreto funciona para todo h
¥y es una constante. Observemos que tiene que ser el méximo para toda U" pues el rango
de U" esté contenido en el de W. El razonamiento es el mismo para el peor programa con
lo cual hemos verificado el postulado P54.
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