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Julio de H)g,¡• 

El problema. <le la i11t.egrabili<lu<l de fnm:iones de dc111a.11<la. 

1 _ Sinopsis 
1 

Se dc11111cstra q 11c d procedí 111 ie11to usual de deternlÍ 11ar las jH(•ÍCrc111:ias que gc11crn11 u 11a ÍII 11ció11 
de dc111a11da por IIH)dio de <)r1tacio1ws difon!11dal<!S parciales es pur dc111,Í.s cu111plitado, p11dim1do 
hallarse la. sol11c:ió11 por llt<'dio d<' 1111a 1!r1t,tdcí11 dif<'r<'ndal ordinaria.. 1 

H.olf H .. Mantel 
U11iversid.ul d<! Sa11 Andn\s 

Indice 

1 El problema 1 

2 "Funciones de demanda generadas por funciones de utilidad. 2 

3 Utilidad medida en dinero. 3 

1 Recobrando la función de utilidad 4 

5 Aplicaciones. 5 

G Co11clusio11es 8 

' 7 Apéndice 8 

Tralmjo preparado para la lle1111ió11 A1111al de la Asociació11 Argc11ti11a de Eco110111ía Política, U11iversidad 
I ' Nacio11nl de La Plata, 1 O al 12 de octuhrc de 1 !J!M. 



1 El problen1a 

Típica111e11tc - -en la 1.corí,i del co11i;11111idor-- integrar 1111 i;ii;l.e11m ele f1111cio11es de dcrnarrda 
1 

rcq11iNc resolver 1111 i;ist.c111a d1: <?<:11ac:io11cs clifern11ciakH pan:ialcH. l•:I objetivo de ci;l.1i c11i;ayo 

es dernosl.rnr que 1.a.l proccdi111i<'11f.o es fH.> I' dcrn,ÍH co111plicado, p11clic1\do lrallarsc la i;olució11 

por medio de 1111a cc:11ació11 dircrc11cial ordinaria. 

l•'ri::1li ll!JG!J], c11 1111 apc':11 dicc poco conocido a. 1111 i111porl.a11l.c arl.Íc11lo, di1'> 1111 cjc111plo 
• 1 

de la exisLc11cia de 1111a r1111ción cuya 111axi111i11acic>11 sujeta a la restricción de presupuesto 

n~prod11cc la f1111ció11 de clc111,u1ela original, pero a pesar de ello 110 coincide con la función 

ele 111.ilidad "rec11pcra.ela.11 ele la i11l.cgrac:icí11 ele la f1111cicín de dc111anda. Es por ello que 11110 
1 

solo puede aspirnr a <lctc:rnri11a.r una. f1111cicí11 de utilidad que gc11crn la de111a11da, 110 ºla" 
1 

fu11ci611 de utilidad, ya q11c ésta 110 requiere ser 11ecesaria111c11te transitiva. Dada una.función 

de demanda y una fu11ció11 ch! utilidad que la gc11crn, existc11 in111t11ierables preferencias 

( e11 general no transitivas) que ge11era11 la misma demanda. Si no se puede postular la 

existencia. de prefere1\cias transitivas, nada. se puede decir sobre cuál de ellas es la relación 

de prcfcre11cias q11c generó la elc11m11da,! Sin embargo en la prácl.ica este problema no es de 
1 

mucha relevancia - a los fines de predecir el comportamiento del co11s11midor no es necesario 

1 

saber cuáles son sus vcrdadcrai; preferencias, sino có1110 rcaccion?- frcrrtc al a111_bic11te cu que: 

1 
le Lpca 1aduar--

1 

Por :rnp11csl.o para llegar a c:onclusiorws 
1
11on11al.ivas es 11cc1:sario :rnbcr 

algo más sobre las preferencias. En este caso, la observación del comportamiento de los 

cousumi<lores no es suficiente para revelar sus preferencias a menos ,que se c;sté dispuesto a 

cfccl.11ar hipc,tcsis adiciormlcs. 

j 1 
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Funciones de de111anda generadas por funciones de 

utilidad. 

1") 1 1 
1 . . , , 11 1 ' 1 1 J ara una < escnpc:1011 111as dela ada < e los co11ccpl.os que sig11<~11, vease a o )ra e Varia11 

[l!J!J2], y el cxcclc11l.<1 p,wora.111.t ltisl.círico d<1 1111rwicí'. <~11 el capíl.1110 !) del libro c<lit.a.do por 
1 

Chipma11, l111rwicz, lticl1l.cr, y So1111e11schci11 [ 1 !J7 !]. 

Definición 1 Una f1mci<fo v: ll'.¡_+ 1 
-• R es 111m funcicí11 de ul.ilidad i11<lirecLa si 

1 1 

(a) es lto111ogc:11ca de-grado O c11 sus arg11111C~nl.os (p, 111.)_ 

(b) es c11as1-convcxa. 

(e:) es c:rccic11(.cc11 /11., dcnc·cic11l.cc11 p. 

Si v (p, m) es una función de 111.ilidad indirecta, se sabe que 

(a) Existe 1111a. funcúfo tic ulili,lad dirccl,i 11: R+ --> Il tal qu~ 

v(p,m) = max{tt(x)lpx :S: 1n} 
x~u 

(b) su inversa es la fu (1cicí11 de gasto e : Il+ x Il --> Il, definida como 

y q 11c ::;;i.l.isíacc'. 

e (p, 11) = 111i11 { px l1t (x) ~ 1t} 
x~o 

v (p, e (p, u)) = tt e (p, v (p, m)) = m 

2 



3 Utilidad 111edida en dinero. 

' Si v (p, rn) es una f1111 c ilÍ11 de 
1
111.ilidad indirecta, se sal><! que si los precios :mil q enl.01u:cs el 

gasto necesario para alcnn;1,ar el 111is1110 nivel de utilidad es 

¡,(q;p,111.) = c(q,v(p,111,)). 

Surge In preg unta. de cwí.lcs so11 las propiedadt!s que c:u111plc cst.a. fu11cicí11, dado que el co11-

:rn111idor 111axi111i;1,a sus prcícrcnciils , Obvia111cnl.c 

(a) Es ho1nog<!11ea de grado cero en (p, ;n) por serlo u(.) 

(b) Es homogé,11ca de grado 11110 en q porque duplicar I~~ precios implica. dupl~car el 

gasf.o. 

(e) Pa.ra. q E R" da.do se c.0111porf.a como una Íullc:i<Ín de 11tili.dad indirecta, por ser 

e (p, u) creciente en "· 

1 I 
Dados los ved.ores de precios q, p y el ingreso 111., ddí11ase el vcdor y = q - p; y sea 

M (1.) = ¡t(p -1-ly ; p, m) = ,·(p -1-/y, 11(p, 111.)) el i11grcso necesario para 111a.11f.c11cr al,c:o11s11n1idor 

1 

sobre su misma supe rficie de i11difcre 11c.ia. a medida que se recorren los precios entre p y q, 

l.011mdo /. los valore:; t!nl.<!r O y 1, de 111oclo que la 111.iliclacl indircda es co11sta11tc, es decir, 

1 

v (p, ri) = v (p1+ ty, M (t)) 

De rivando esta idcnti<l,ul co11 respecto a. l, 

dM (t) 
O= yup (p + /.y, M (t)) + t1111 (p + ly, M (t)) dl · 

3 



Despejando la d<!riv,ula dM / dl se· obl.icnc 

tlM (l) _ y11¡,(P -1- ly, M (l)) _ ¡ 
ll =- ( .lf. A,f(I)) =Y((p+(y,M(l)), 

e Vm p r .y, 11 • 

1111a cc11,u:ió11 diíc•r1:11<·ial ordi11,tria. 

4 Recobrando la función de utilidad 

Teot·ema 2 Si In función ,fo ,lcma.11.da f. (p, 111.) es r:onlinrrn c:on derivadas continuas, lw-

1 

mogénca rlc 9mdo ccm, r.11mJJlc con la ley de Walra.c! pf. (p, m) = 111, y la matriz de Slulsl:y 

S = f.1, + (,,.f.' es si11ufl1·icn y scmidejinidll 1u:y11.livll1 , r::1:islcn JJn:fcn:ncill/> que la _r¡r:nc:11111 . 

1 Demostración. Sea y 
1 1 

q - p, rr{l) p + ly, O S t 'S 1. Considérese la cc11acitÍ11 

diferencial 

""~f'l = y. ((rr (l), M (l)) 

1\.1 (O) 11t 

E:nl.onccs M ( 1) dcpc11dcr,Í. de q, p , m, es decir, M(l) = ¡i(q; p , m) para a.lg1111a í1111ció11 

1 
¡i : ll'.;_ x Il'j. x ll - • ll. Se debe dc111osl.rnr q11r csl.a f1111ci<>11 ¡i (.) c11111plc con las sig11ic11(.cs 

• 1 

co11<l icio11cs. 

(a) /L (.) CH lio111op/:11ca. de grado O en sui; arg11111cnl.o:; (p, 111.). 1-::;l.o es 1111a co11scc11c11cia 

de la lio111og1•11<'idad d1: grado u•ro de la 1'1111ci<Í11 ele dc111a1ula f.(.) . 

E11 gc11eral los vcctonis se to11ia11 <:01110 col1111111as. Las cxcepcio11es so11 loi; de precios o loi; ex1,rcsa111e11tc 
i11dicados por el ap<Ísl.roíc (') indicador de tra11sposi~.iú11 de 111al.rices y vectores. Ta111hit\11 st~ 11tili,rn11 las 

sigu inntes ahreviaturns, ~,, = (éJe/iJp;) y~ ... = (éJe/D111). 



(li) Se <'.11111plc la idcrnt.idad ch! H.oy 

' 1 

1 

((p,,n) = - /tp(q;p,rn)/¡1 11,(q;J?,1ll) . 

Parn de111oslrar esto, se rcq1tÍ<'J'<! la si111ct.ría ele la 111atri¼ de Slut.sky. 

(e:) Si la. 111at.ri¼ de Sl11t.sky <'S 11eg;it.iva s<i111i -ddi11ida1 c11f.011c:cs ¡1. (.) es c11asi-co11v<:xa. 

e rr (p, m). 

(d) l•'a.11.,t d<!1110sl.rar q111' 11(p 1 111) = ¡1(q;p,111) <'S 1111,1 f1111«:Í<Í11 de 111.ilidad i11di.n•ct.a 

q11<! gc11c ra. la f1111ci<'>11 d<! dc111a11da dada. l•:llo se deduce dc1las cc.:11acio11cs de ltoy 

(J) y (2) del apl!lldicc, q11c i111plirn11 q11e 

( (p, rn) = -.'.'P (p, 111) 
u,..(p,m)' 

Como v es c11,rni -co11vexa, de aquí se deduce c¡ue ( (p, m) n1<1.ximi7,a la f1111ció11 de 

utilidad 

u(x) = 111i11 {u(p,rn)lpx :::; m} O 
x~u 

5 Aplicaciones. 

Ejemplo 3 /•,'s/.nu:lnrn. ,fo dr:11w11.1fo ,·(qitlu (l,r:onlicf) . Srn 

JJ01· lo l.nnlo, 

11L 
~ (p,rn) = - a 

pa. 

dl\4 ya 
- =---M 
cll pa + lya 

1//. 1 

(,, = ---2ªª 
(pa) 

1 

M (O) = '(t 
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implica 

111 (/H /m) = 111 (1 + l Yª) 
pa 

qa 
A/ (1) = ¡,(q;p,m) = 111.

pa 
1 

Fijcmdo el valor rlc q se oblic11c la funcúín de clc11rnn,ÍIL inclin:r:ln 

/11. 
11(p,111.) = 

pa 

,:01Tes¡10nrlicnlc <L la f1t11.r.ión rl,: 11lilirlarl rlirc<:l<L 

11 ( X ) = 111 .i 11 { :i: j } 
J (L j 

Ejemplo 4 Función de rlcmnncla lwmoyénm de ymdo unitario en el ingreso. Sea 

E'llo implica que 

,fo modo r¡ rw 

~(p,111.) = <(P)III .. 

dM 
-

1
- = Y< (p + ly) M 

r.l 

l11(M(l)/m) = 1'Y<(J>+ly),/t=lnef>(q;p). 
1 • 

En consecuencia la función 

1 

¡t(q;p,m) = m</>(q;p) 

es homo_qénr.n de yrnrlo 11.11.irla,l. 

EJemplo 
1 1 

1 

5 F1tnción de rlcman,la con claslicid<Ld-¡J1ccio 71rop to 1milari,i. En este caso2 

G 

a;> O;¿a; = 1 
i 



¡n·ovee la ecuación clife1·1i cinl 

d/H ~ ªi!li - = 1¿__,-~~M 
dl i Jli + lyi 1 

con solucidn 

1 

111 (M (1) /m) = ·Lªi 111 (1 + lYi) 
J
. ]Jj 

. 11 l 1 eqmva en e a 

¡t(q;p,m) = mIT (qi)n' 
i Pi 

función que co1Tespo1ulc a p1·efenmciC1s del tipo Cobb-Douglas. 

1:::: 1 

Ejemplo O Elaslicid(l,d unilaria, ww vez satis/ echC1s las necesiadades bdsicas. Aqw' 
' ' . 

1 e (p, m) = x 1= a+ Bp- 1c (m - pa) 

px = pa + pBp- 1c(m - pa) = m 

~ p¡b¡jCj l 
{::} ¿__,--.- = 

l'J 

x=a+p-1c(m-pa) 

dM - -1
1 

dt =ya+ y(p + ly) e (M - (pa + lya)) 

d Ju (M - (pa + lya)) = L YiCi 

dl Pi + lyi 

111 (M - (pa + lya))I~ = I:Ci In (Pi+ lyi)I~ 

1\1 (1) - qa (q;)c' 
1 m- pa = IT Pi 

El acento circunflejo ( - ) sobre un veclor representa la matriz diagonal con las coordenadas del vector 
a lo largo <le su diagonal principal. Por ejemplo, 

7 
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6 Conclusiones 

Ilacc 11111chos anos el aul.or cnvi<, 1111a vcrni<Í11 prcli111i11ar de este t.rabajo- pa.ra. d caso ele 

íu11cio11cs de dc111a11da. li11cali11c11t1! lio111o~ci11cas c11 el i11grc:;o (M,~11f.1!I [ 1 !Hi8]) ·· para :-;11 pub-

1 I 1 

licafiÓ11
1 
en Econo1netrica. El rcfcrce ¡·11ror1116 que el resultado era ampliamente ro11ocido; 

110 tc11ic11do acceso a 1111a bililiol,cc.L cspccialir.ada <!11 B11c110:; /\ircs, el tema quedo allí. Si11 

c111bargo, co11 po:;f.crioridad se• p11liliní c•l libro editado por Cliip111,\11, ll11rwic:r., Hid1f.c•r, y 

So1111c11schci 11 [ 1 !>71] en el q 11c lJ r.awa corrige u II error c11 :;11 clc111ostracilÍ11 anterior, donde se 

co11LilllÍ,t 11tili1.a11db cc11acio11cs diícrc11cialcs parciales. Después de todo ese tiempo i11cl11so 
1 1 

1 

c11 l.cxlos ava.11r.ados y ;u:tua.lir.ados cl>1110 el libro de Varia11 [ 1 !>\n] se sigue clcrnosl.ra11do la 

existencia. de una fu11ci1í11 de utilidad que racionaliza las funciones de demanda por meµio <le 

sistemas ele ecuacio11cs diferenciales parciales. Es posible que al.menos en las prcsenl;~cioncs 

del problema a. alu11111os, sea 111á:; S<!nc:illa l,t utilir.ación de ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Se dcj,i al lector el decidir si el presente traba.jo realme11lc ofrece una a.ltcrnativa más sc11cilla 
• 1 

1 

a 1111 tema que sic111¡>1·<! fue c11gorroso, desde el 1110111c11Lo cu que el mismo Pa.rclo cometiera ;¡ 

.7 Apéndice 

A co11l.i11uaci<Í11 se prcsc1il,R el dda.llc de las dcmo:;tracioucs a111111ciadas en el texto. 

(a) llo111ogc11eidad de JL (.). Sea. 

l 
T = --- ---

l+,\(1-l) 

8 

,\7 
l = ----

,h+ 1-T 



de 111odo que N (l) = ;M (r) sal.isfacc la crnaci<Í11 difcrc11fial 

"'~tl = [1 - ( 1 - ,\) r] "",Wl -1- ( 1 - ,\) /l./ (r) 

= 1 ( q - p) ( 1 - ( 1 - ,\) T) + ( 1 - ,\) ( p -1- T ( C] - p)) l ( ( p + T ( C] - p) 1 M ( T)) 

1 

(CJ - ,\p) ( [!- [p +·r (q - p)], N (t)j 

(CJ - ,\p)( [(l -1- ,\(1 - l))p + lq - lp,N (l)] 

(q - ,\p)( [,\p + l(q - ,\p), N (l)] 

con la <.:o11dicicí11 inicial N (O) = ,\m. E11 co11sccuc11cia1 N (1) = f M (J) = 

M (1). o 

(b) ldc11tidad de ltoy. Sea S = S'. 1Jcfí11asc 

. 
do11dc los argu111c11t.os ele las 1 Í1111cioncs i11dicadas co11 el í11dicc O se cvahían c11 el t, . 

1 

punto (rr,M)º = (p,m). Entonces 

y 

1 

w0 = 1 · (º + O - ( l - O)(º = O, 
1 

dw = tOtlM 111 -1- ,li\/1!. _ ( 1 _ /.) dx -f- t, 
di (, ,/1 ,/1 ,/1 1 1 

(ºy(,,J11,,. +(- e+ e;,Y ( I - l) + y(,,J1,JJ>) - (1 - l) ((vY + (,,.yO -1- ( 

1
(y(111 ) [(ºMm ¡1- Mp - (1 - l)(] + (1 - l) ((;, - ( 1, - (m(' +((:,.]Y 

1 

- (Y(m)w + (1 - l) [S1 
- S] y 

- (Y(m) w 

g 



de donde w = O para lodo/., ya que i:sl.,t es una sol11cicí11 ·-- trivial- <le la ec11aci<>11 

<lifcrcncial, y se sabe que tal soluci(Ín es 1í11ic:a. E11 otros términos, 

Mp + é,0 M,,1 = ( 1 - l.) é,, 

y en cspcci,,d, para l = 1, 

J\,/1 + tºM' = O p .... 111 ( 1 ) 

El resultado surge de observar que 

(2) 

( c) µ (.) es c11as1-co11vcxa. Derivan do la. ecuación de lloy ( 1) se obtienen las dos 

rclacio11cs 

"11
1
1111 +é,0 1\1,:1111 ·= - .M,'.,é.~,. 

1 

M11lt.iplica11<lo la 1ílti111a relación por é,º' y sumando, 

1 

M1',p + j\,f1',mtl/ + tM,:,p -1- é,ºM,:.,,l'' = -/\1,:, (é.:~ -1- E.::.E.º') = -M,:,s0
: 

l~st,t 111,tt.ri¼ es positiva sc111i-ddi11ida por ser M,:, > O; c:01110 ¡t = /'11/ 1 es hon1og<:11ca 
1 

de grado cero, el i·cs11ltado sigue. O 
1 
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El proble111a de la integrabilidad 
de fu11cio11es de derna11da. 

H.olf TI .. íviauLd 
U11ivmi-;idad de Sau Audrc!i-i 

Ilcsumen 

Típica.menLe --·c11
1
1a Leoría del consumidor·- inLcgrar un sistema <le 

fu11cio11cs de demanda. rcq11i<!rc resolver 1111 sistema de ecuaciones difer
enciales parciales. El objct.ivo de esLc ensayo es demostrar que !.al pro
cedimienl.o es por dc1mí.s co111plicado, pudie11<lo hallarse la solución por 
medio de una ecuación diferencial ordinaria. 

Ha.ce 11111chos a1-ios el auLor envió 1111a. versión prcli111i11ar de este 
l,rnba.jo-- · para el caso de: í1111cioncs de <le111a11da li11ea.l111cntc ho111bg<!11ca:; 
en el ingreso (Ma11l.cl [HHi8])-·- para s11 publicació11 e11 Econometrica. 
l~I rcíercc inÍOrill<Í que c~I rc>irnll.,tdo era an1plia.11w11Lc c:011ocido; 110 Le-
11ie11do acceso a. una biblioteca. especiali;r,ada en Uuenos Aires, el Lema 
quedo allí. Sin e111lmrµ;o, con posterioridad se public<Í el ,libro ndiLado por 
Chipn1a.11, l l11rwin:, lticlil.c-r, y So1111c11scl1cin [ 1 !)7 l] en d q11<~ l):,,¡twa cor
rige 1111 error en su dc111osl.ració11 anterior, do11<lc se co11l.in1ía utilizando 
ecuaciones diíercncialqs parciales. Después de Lodo ese Licmpo incluso en 
LexLos avanzados y acLuali;r,ados como el libro de Va.rian [l!J92) se sigue 
demosLra.ndo la cxisl.c11ci,L de 1111a, función de utilidad que ra.cio11aliza las 
fu11cio11cs <le dc111a11da por medio <le sistemas de ecuaciones difcre11cia.lcs 
parcia.les. l~s posible que a.l 11ic11

1
os c11 1,is prcsc11l.acionci-; del problema a 

alu11111os, H<!a. 111¡is sc11cillé~ la 11Lilií:ació11 de cc\1acio11cs dil'crc11cialc:s ordi
narias. Sii deja al lector el decidir si el presente trnlmjo real111c11Lc ofrece 
u11a alternativa más sencilla a 1111 Lema que siempre fue c·11go1Tos9, desde 
el n10111<·11l.o en que d 111ismo Pardo co111cl.icrn el dcsli;r, que indujera a 
la. i11l.ervc11cicí11 de Voll.errn . 

1 
1 

" 



Tl1e ¡Jro ble1T1 of tl1e i11tegability of 
den:1a11d functio11s. 

llolf lt Ivlantd 
1 

Univcn'iiclad ele Sa.n A ndréH 

Abstract 

The Rtan<lard proccdurc - in tire tlrcory of tlic co11su111cr- for intc
grating a syste111 of <le111a11d fu11ctio11s rcquires tire solutio11 of a syste111 
of partía.! <liffcrential cquatio11s. lt is the purposc of this essry to show 
tlrat such a procedure is excessively complicated, sincc it is possible 1to 
obta.in the samc solution resorting to an ordinary differential equation. 

Many years ago tire aul.lror scnt a prcli111i11ary vcrsio11 of this pro
posal .-far, tire case of dcma11d fu11dio1111 ho111ogc11cous of dcgree 011e in 
incomc (rvlarltd [I !)G81)- .for il.s publication to Econometrica. Thc , 
rcfcree informc<l 1.lral. t.lrc rcsul!, was widdy lrnow11; 11ot h;wing access to 
a, spcciali7.cd librnry i11 13uc11os Aire:; tire subjccl. i·e111ai11cil ti.ere. Ncver-
1.lwlc:;s, afl.t'. r 1.lial. da.1.,· 1,111'. liook t'.dit.cd by Chip111a11, lli'irwio: , H.ichl.cr, 
and So1111c11:;chci11 [ 1 !)71 J was p11l,lisllt'd. 111 it. llí\aw,1. cortTds ,Lit error i11 
Iris prcviouR dc11101rnl.ratio11, ali(! partial dilícrc11tial cquatio11s are used 
througlrout. J\ftcr ali tira!. time, cvcn i,·, adva11cc<l and up Lo date texts 
such as Varian's [1U92] book thc cxistencc of a utility fu11ctio11 rational
izing a dcman<l fu11dio11 still is <lc111011stratc<l using partial <lifferential 
equatio11s. It is pos~ible that aL leasL in prese11taLio11s of Lhc problem 
Lo students iL may Lurn out to be simpler Lo use or<linary diffcrential 
equations. lt is ldt to tire rcadcr f.o judgc if tite prcsent is a si111pler al-
1.ernative for a subject whiclr ,dways presc11Lc<l <lilíicultics, fro111 Lite mo-
111e11L in wlrich cvcn Pardo co111111itted Lite error which i11ducell Volterrn 
to i II tcrvcnc. 

.(f)' 


