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1. INTRODUCCION

1.1. SOBRE LA ESENCIA DE ESTE TRABAJO

Este trabajo esta orientado por una pregunta fundamental: scémo se introduce a los
alumnos en el quehacer matematico? Es decir, como se acerca a los alumnos a un tipo de
practicas que tengan correlato con el trabajo del matematico, de la produccién de ideas en
este campo. Este planteo inicial conduce a otros interrogantes (como suele ocurrir en el
trabajo en cualquier campo disciplinar en el cual una pregunta sobre un elemento dispara
otras que van formulando un camino de ideas). La pregunta en este caso es gy en qué
consiste el trabajo matematico? Y refinando la pregunta ¢en qué puede consistir el trabajo
matematico en la escuela? ¢Consiste en hacer cuentas? ¢En estimar o aproximar valores?
¢En averiguar el valor de incognitas que figuran en ecuaciones? ¢En producir férmulas que
no tienen ni desean tener aplicacion en la vida diaria? ¢En conjeturar? ¢En comprobar

hipétesis?

Para los alumnos de la escuela media el quehacer matemético estd mas cerca del
aprendizaje-estudio de propiedades y la aplicacion de las mismas que de la produccién de
conjeturas y su validacion, o, dicho con un poco mas de especificidad, que de la produccién
y enunciado de propiedades referidas a objetos matematicos y de la consecuente
investigacién sobre su veracidad. La escuela se ha encargado de montar este escenario. La

escuela, los programas, los libros, no necesariamente los docentes.

En este trabajo intentamos poner en primer plano el trabajo docente destinado a la
produccién de ideas en la comunidad matematica “aula”. Creemos que la ensefianza de la
matematica en la escuela media no puede dejar de contemplar este aspecto vital de la
Matematica como disciplina productora de ideas. Pensamos también que los alumnos de la
escuela media son capaces de acercarse a este modo de trabajo. Sostenemos ademads que los
docentes de la escuela media tienen las herramientas necesarias y suficientes para llevar
adelante esta tarea. Creemos, en definitiva, que la complejidad de esta actividad es

abordable en este contexto de enseflanza, que un estudio que de cuenta de las condiciones



que requiere un trabajo de esta indole, sus posibilidades y sus limites puede trazar un

camino. Aqui vamos.

Este estudio no aborda directamente las cuestiones relacionadas con la enseflanza de la
demostraciéon. Muchos otros trabajos de autores conocidos se encargan de ello. Hemos
preferido trabajar un aspecto mas genérico y tal vez previo al de la enseflanza de la
demostraciéon que es la producciéon de fundamentaciones, (adelantamos que las
fundamentaciones son ciertos argumentos en un contexto matematico). Entendemos que
fundamentar la produccién de ideas, de respuestas, de procedimientos muestra un claro -
oscuro de la matematica tantas veces entendida como una actividad mecanica de aplicacién
de reglas y algoritmos. Cuando el alumno aprende a fundamentar encuentra, dentro del
lenguaje matematico, la forma de dar el por qué de sus actos y este recurso le da

autonomia.

Tendremos nuestra mirada puesta en el docente, en el alumno y en la comunidad clase.
Estas tres unidades de analisis formaran un triangulo de preguntas y de relaciones que
esperamos nos conduzcan a una mejor comprension sobre las condiciones didacticas

necesarias para un proceso de ensefianza aprendizaje de la fundamentacién en matematica.

1.2 UN CONJUNTO DE PREGUNTAS COMO MOTOR
DE BUSQUEDA

A continuacién precisamos aquellas preguntas que estuvieron presentes a lo largo de toda
la investigacién (necesariamente mutando y esclareciéndose a lo largo del proceso) guiando
la bisqueda de trabajos anteriores, el disefio de la investigacion y finalmente el analisis de

los datos recogidos.

1.- ¢<Cémo se ensefia a demostrar? Hsta es la pregunta que se hicieron matematicos

¢ g q y
pedagogos desde siempre y sin llegar a la respuesta total han surgido diferentes propuestas
de ensefanza tales como la ensefanza de técnicas de demostracion en geometria (la doble

columna para distinguir afirmaciones de validaciones) o los pasos que propone Polya para



pensar en la resolucién de problemas matematicos o el desarrollo de pruebas y refutaciones

que analiza Lakatos.

2.- ¢Cuiles son las funciones de la demostracion? ;cémo podtia comprender/sostener un
alumno su necesidad y su utilidad? ¢cudles son las funciones para la comunidad matematica

y cuales de estas funciones son trabajables en el aula?

3.- ¢Cudles son las dificultades cognitivas asociadas al aprendizaje de la demostracién, de la

fundamentacion y de otras formas de explicaciones matematicas?
4.- ;Puede existir alguna forma de transposicion didactica para la demostracion en el aula?

5.- Si esta forma es la fundamentacién ¢qué se conserva y que se pierde de la demostracién

al trabajar la fundamentacion con los alumnos?

6- ¢Hay formas mas o menos estructuradas asociadas a la fundamentaciéon? Toda
argumentaciéon ¢es una fundamentacién? ¢Cémo puede un docente decidir qué tomara
como una fundamentacién y qué no alcanzara a serlo? ¢Vale la pena definir taxativamente

con los alumnos qué se entendera por una fundamentacion?

7.- ¢Cémo puede un docente monitorear los procesos deductivos de sus alumnos? sCémo
seguirlos, corregirlos, interpelatlos? ;Qué conflictos se le plantean y tiene que resolver para

gestionar la ensefianza de la fundamentacion?

1.3 EL OBJETIVO DE ESTA INVESTIGACION

Las investigaciones realizadas hasta el momento toman situaciones de clase para entender
las dificultades de los alumnos en la comprension de las caracteristicas del trabajo
matematico y estudian las respuestas de los estudiantes a raiz de las consignas recibidas sin
poner el foco en la interacciéon con el docente. Creemos que una investigacién que aporte el
analisis de la gestién docente triangulando el analisis “alumno - propuesta de clase” puede

contribuir a comprender el problema de la ensefianza de la fundamentacién. Si bien
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analizaremos el rol del docente en la clase de matematica, el analisis tendrd en cuenta tanto
a los alumnos como al medio utilizado. En tal sentido la mirada estard puesta en todo el

. . ”, . . 1
sistema didactico en conjunto .

En esta tesis nos proponemos abordar el proceso de emergencia de la fundamentacién
como parte del trabajo matematico en clases de la escuela media. Procuramos investigar la
perspectiva de la enseflanza a partir de una experiencia construida junto a docentes y
estudiada luego en clase. Se espera de este modo abordar la complejidad del tema y asi
poner en evidencia condiciones didacticas para un proceso de ensefanza-aprendizaje de

la fundamentacién.

Mas especificamente nos proponemos:

Estudiar qué estrategias ponen en juego los docentes para promover un trabajo de
fundamentacién en sus clases que permita compatibilizar su concepcién acerca de esta
actividad (en referencia a su utilidad, necesidad y problematica) con las dificultades que
emergen en virtud del conocimiento de sus alumnos y de la propia gestiéon de la clase de

matematica.

Analizar cémo emergen en la clase ideas clave para el trabajo de fundamentacién, cémo las
tratan los profesores en sus interacciones con los estudiantes y qué operaciones realizan

para que sean consideradas por los alumnos como base para la produccién de argumentos.

1.4 ESTRUCTURA DE ESTA TESIS

En el Capitulo 2 realizamos una revisién de la literatura existente sobre la produccién de
distintas formas de razonamientos matematicos: la argumentacion, la prueba, la
demostracion, entre otras. Presentaremos aquellas investigaciones que habiendo abordado
cuestiones relativas a la enseflanza de estas formas de razonamiento nos han permitido

ahondar en nuestras preguntas iniciales y precisatlas.

! Brousseau (1986: 34).
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En el Capitulo 3 desplegaremos el Marco Teodrico de esta investigaciéon tomando en primer
lugar aquellos elementos de la Teorfa de Situaciones que nos han aportado las ideas
centrales acerca de como entendemos la ensefianza y el aprendizaje de la matemitica.
Luego desarrollaremos la nocién de Fundamentacion a partir de un proceso de analisis de
otras nociones que fueron desarrolladas en investigaciones anteriores discutiendo sus
posibilidades y sus limites. Finalizamos el Marco Teérico exponiendo aquellas condiciones
didacticas que hemos desarrollado para analizar la emergencia de la fundamentacién en

clase, en un proceso de interaccion entre el docente y los alumnos.

En el Capitulo 4 describiremos los aspectos metodolégicos de esta investigacion. En tal
sentido daremos cuenta de las decisiones tomadas sobre el disefio de la misma y los
vinculos que ellas tienen con nuestras concepciones teoricas.

En el Capitulo 5 abordaremos uno de los escenarios principales sobre los que se sostiene la
investigacion. Presentaremos la problematizacion de la ensefianza de la fundamentacion
llevada adelante con los docentes en El Taller. Daremos cuenta de este modo como se fue
gestando la intencionalidad docente necesaria para promover la ensefianza de la
fundamentacion.

En el Capitulo 6 desarrollaremos el conjunto de problemas desarrollados en el Taller en
forma conjunta con los docentes del proyecto presentando para cada uno de ellos el
analisis a priori y algunas producciones de los alumnos para asi poder enriquecer y

profundizar nuestro primer analisis.

En el Capitulo 7 analizaremos la gestién docente en clase a partir del micro analisis. De este
modo tomaremos como unidad de analisis algunas expresiones de los docentes y el sentido
que con ellas el docente le confiere a la fundamentaciéon. Nuestra pregunta motora es:
cuales son aquellas intervenciones docentes que resultan fértiles de cara a la emergencia de
la fundamentacién. Este analisis continuara en el Capitulo 8 a partir del mezzo analisis.

En el Capitulo 9 expondremos las conclusiones de esta investigacion.
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2. ESTADO DEL ARTE

Maestro: “Ciertamente las conjeturas

ignoran desagrados y sospechas pero no

pueden ignorar los contraejemplos”
Lakatos, Pruebas y Refutaciones

2.1 INTRODUCCION

Un nimero importante de investigadores provenientes del campo disciplinar de la
matematica se ha abocado desde tiempo atrds a investigar, la problematica de la
demostraciéon — dandole un lugar privilegiado en el conjunto mas amplio de las formas de
razonamiento matematico. Existe un nudcleo de textos clisicos, 2 menudo citados,
(Polya, 1945, Bell, 1976, 1979 y Lakatos, 1976) que analizan la complejidad de este objeto
“la demostracion”. En ellos distinguimos dos planos de consideraciéon: uno de ellos dado
por el analisis de la demostracion como forma de razonamiento matematico y como medio
especifico para producir conocimiento y el otro plano vinculado a su enseflanza. Si bien
todos toman el contexto de clase su interés por las cuestiones didacticas y el abordaje de las
mismas es disimil. Veamos un panorama de la produccién de estos tres autores que han
constituido una referencia basica para quienes de distintas maneras han estudiado este

problema de cara a la ensefianza.

Polya concentra su atencion en las fases de descubrimiento durante los procesos de
resolucién de problemas y en los momentos que se desarrollan durante la produccién de
resultados matematicos. Uno de los aspectos que nos interesan del trabajo de Polya es la
certeza que el autor manifiesta sobre la necesidad de conocer los problemas que dieron
origen a una teoria para poder asf comprender el contenido de la misma. Del mismo modo
encontramos en Polya la necesidad de involucrar a los estudiantes en los procesos de
produccién de las nociones que se van a enseflar. Ademas el autor menciona algunos
recomendaciones para el docente a la hora de ayudar a sus alumnos que, entendemos, estan
en sintonia con algunos aspectos de la Teorfa que enmarcard nuestro trabajo. Para citar
solo algunos digamos que Polya destaca la necesidad de que el docente trabaje de forma tal
que el alumno construya una autonomia para pensar y resolver problemas a lo largo de su

proceso de aprendizaje y que para que esto ocurra es necesatio - ya no que el docente deje
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solo al alumno lo que puede ser, en términos de Polya una situacién de soledad
improductiva - sino que le acerque una serie de preguntas y de sugerencias que resulten
“naturales” y “no intrusivas”.

Para estudiar la actividad de los alumnos durante la resoluciéon de problemas y la
produccién de pruebas y explicaciones, Bell presenta un conjunto de fases distinguiendo en
ellas aspectos que las acercan y las alejan de las que podtia realizar el matematico
profesional. Dialoga durante esta descripcién con la produccién de Polya sobre la heuristica
en los procesos de resolucién de problemas. Entiende que la prueba matematica o
demostracion tiene tres sentidos o significados matematicos. En primer lugar propone el de
justificacion o validacién concerniente al establecimiento de la validez de la proposicién
en juego, en segundo lugar propone el de iluminacién ya que, segin Bell, se puede esperar
de una buena prueba que ésta permita descubrir el por qué de la proposiciéon en juego.
Finalmente propone como tercer sentido el de sistematizacion, en relacién con la
organizaciéon sistematica del conocimiento matematico en conjuntos de axiomas y

resultados derivados.

Lakatos acerca a los lectores al proceso de produccién de conjeturas y su didlogo
intermitente con pruebas y refutaciones a partir de una parodia de discusion entre un
maestro imaginario y sus alumnos de matematica’. Desmitifica, a partir de este escenario, la
produccién en el campo de la matematica, pensada a veces como un devenir de axiomas
bien organizados seguidos de teoremas y corolarios producidos todos mediante un ejercicio
de la deduccién — con o sin conflictos - por alguna mente solitaria y brillante y la representa
como un escenario de produccién colectiva donde el aporte de unos y otros se amalgama,
se confronta, o se articula engendrando el conocimiento matematico . Propone el término
prueba para dar cuenta de un conjunto de explicaciones que no podrian ser consideradas,
por diversas razones, como demostraciones pero que, sin embargo en términos de Lakatos
encierran la comprension del problema que esta en cuestion. De este modo la figura del
Maestro responde al alumno quie le pide que se rinda ante la construcciéon de un

contraejemplo:

% Fue Polya quién sugiri6 a Lakatos la conjetura de Euler en su tema de investigacion, el que finalmente dio
lugar a “Pruebas y Refutaciones”.
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Maestro: Coincido con usted en que la conjetura ha recibido una severa
critica mediante el contraejemplo de Alfa, pero no es cierto que la prueba
haya “errado completamente el tiro”. Si, por el momento, esta usted de
acuerdo con mi anterior propuesta de usar la palabra “prueba” para
referirnos a un “experimento mental que conduce a la descomposicién de
la conjetura original en subconjeturas”, en vez de usarla en el sentido de
una “garantia de determinada verdad”, no hay por qué sacar esa
conclusiéon. Mi prueba demostré ciertamente la conjetura de Euler en el
primer sentido, aunque no necesariamente en el segundo. Usted esta tan
s6lo interesado en pruebas que “demuestren” aquello que se han
propuesto probar. Yo, por mi parte, estoy interesado en las pruebas aun
cuando no cumplan su pretendido fin. Colén no descubri6 la India, pero
descubrio6 algo bastante interesante. (Lakatos: 1963, 30. La bastardilla es
del autor)

De este modo encontramos en Lakatos algunas ideas precursoras respecto de
razonamientos que conducen a una mayor comprensiéon de conjeturas elaboradas aun
cuando no producen las demostraciones que la comunidad matematica espera. También
aparece en este mismo parrafo la nocién de experimento mental que sera luego

reutilizada tanto como ésta de la prueba por Ballacheft.

Hacia fines de los 80 y durante los 90 fundamentalmente, el problema de la ensefanza y el
aprendizaje de la demostraciéon y mas en general de las formas del razonamiento
matematico ha suscitado interés en el campo de la didactica (Hanna, 2000). Surgieron de
este modo un conjunto de escritos sobre el tema encuadrados en el area de la Educacién

Matematica.

Estas investigaciones se han concentrado en discutir cudles son las distintas formas del
razonamiento matematico y cudles son sus caracterfsticas como condicién previa y
necesaria para comprender qué tipos se pueden tomar como referencia para su enseflanza
en la escolaridad basica. Este acercamiento de corte epistemoldgico se centran en el
objeto “formas del razonamiento matematico” para el analisis.

Por otro lado hemos hallado un grupo de trabajos que constituyen investigaciones
empiricas y estudian el problema de la enseflanza y aprendizaje de algunos de estos modos
de razonamiento en el aula. Estamos distinguiendo entonces entre quienes estudian las
formas de razonamiento y quienes se centran en el problema de la enseflanza y el

aprendizaje. Asf los presentaremos.
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2.2 FORMAS DEL RAZONAMIENTO MATEMATICO

Cuando se habla de formas del razonamiento matematico se alude, principalmente, a las
formas que puede tener el razonamiento de la comunidad productora de conocimientos
nuevos. Como sintesis de nuestra busqueda bibliografica podemos decir que estas formas
se estudian en calidad de un objeto constituido cuyas caracteristicas se pueden comprender
a partir de producciones especificas de la comunidad matematica tomadas por disciplinas
como la l6gica y - a partir de su conocimiento o de sus caracteristicas - se hipotetiza acerca
de la posibilidad o no de considerarlas para su enseflanza. Este analisis tiene en cuenta
entonces tanto los beneficios que su aprendizaje podria tener en la formacién del alumno
como los obsticulos (en alusiéon a las dificultades que plantea para la ensefianza y para el
aprendizaje). En este grupo de investigaciones encontramos a autores tales como De

Villiers, Hanna, Arsac y Mante, Ballacheff, Duval, Pedemonte, Raman y Heinze.

De Villiers (1990), aporta un conjunto de funciones y propésitos que tiene la
demostracion, (en tanto actividad del productor de matematica) y que, en su opinion,
suelen quedar en el olvido tras la mas conocida funcién de validacién. Las funciones
mencionadas por De Villiers® (vetificacion, explicacién, conocimiento, sistematizacion,
descubrimiento, comunicacién) fueron luego ampliadas por Hanna(2000) (construccion,
exploracién), quien destaca el papel privilegiado que tienen aquellas demostraciones que
ademds de validar, explican y las propone como las mas adecuadas para la enseflanza
(reconociendo, no obstante que no se encuentra una demostracion de estas caracteristicas
para cada nuicleo/concepto de matemitica del curriculum de la escuela). En un trabajo
posterior ambos autores acercan una conceptualizacién sobre la argumentacién, un
discurso razonado que no es necesariamente deductivo pero que utiliza elementos de
conviccién, en tanto que para los autores la demostracion puede expresarse como una

cadena de inferencias deductivas bien organizadas que utiliza argumentos de necesidad” *

Tomamos estas conceptualizaciones por dos motivos. El primero es el de dar cuenta que
atrapar estos objetos en definiciones resulta una actividad compleja aunque necesaria en la

medida que estas conceptualizaciones, creemos, nos acercan a la problematica de su

3 De Villiers, a su vez se apoya en la investigaciéon de Bell (1976: 24), que hemos mencionado en la
Introduccién de este capitulo.
4 Hanna y de Villiers, (2008: 331).
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enseflanza. El matematico se mantiene, muchas veces, fuera de esta discusién’ y si bien el
uso de demostraciones y su produccién constituye su actividad permanente, no aparece la
necesidad de su conceptualizacién. Sin embargo para la comunidad educadora - tal como

lo senalan Hanna y de Villiers - esto tiene importantes consecuencias en la ensefianza.

Pasemos al segundo motivo por el que la cita nos parece interesante. Como ellos observan,
“algunos investigadores ven a la demostracion como una produccién distinta, de otra
indole, con respecto a la argumentacién, mientras que otros ven a la argumentaciéon y a la
demostracién como un continuo mas que como una dicotomia. Esta diferencia en los
puntos de vista trae aparejadas importantes consecuencias didacticas. El primer grupo hara
foco en la organizacion logica de enunciados en una demostracion y pretendera ensefar un
marco conceptual que permita producir demostraciones de forma independiente a la
resolucién de problemas. El segundo grupo por su parte focalizard en la produccién de
argumentos en el contexto de la resolucion de problemas, experimentacion y exploracion,
pero esperard que estos argumentos sean luego organizados légicamente para dar forma a

una demostracion matematica” (ibid.).

Si bien nuestra investigacién no tiene como proposito estudiar la enseflanza de la
demostracion nuestra posicion tedrica coincide con lo sefalado por Hanna y de Villiers en
la idea de mirar a la argumentacién y a la demostracién como las puntas de un continuo’ y
a partir de alli se desprenden la propuesta de actividades que hemos planteado a los
alumnos. En ellas (presentadas y analizadas en el Capitulo 6) los alumnos tendrin
oportunidad de desplegar — a propodsito de problemas con contexto — una actividad

exploratoria que los llevara a producir algunas sentencias acerca del funcionamiento del

5> Ramin ilustra en su investigacion esta situacién a partir de un didlogo que estd originalmente escrito por
Davis and Hersh (1981: 39-41) en el que un estudiante interesado en entender qué es una demostracion le
transmite esta inquietud a un matematico. En tal situacién las primeras explicaciones del matemdtico le
sugieren al estudiante que una demostracion es algo subjetivo a lo que el matematico responde: “No, no! No
hay nada subjetivo acerca de una demostracién. Todo el mundo sabe qué es una demostracién. No hay mas
que leer algunos libros tomar un curso dictados por una matematico competente y lo entenderas”. De este
modo Raman nos sefiala que la demostracion en el ambito matematico es algo que simplemente se transmite
a partir de su realizacion.

® Como fundamentaremos a lo largo de todo este estudio, esta posicién se sustenta en una concepcion segiin
la cual la inmersién de los estudiantes en los modos de produccién de una disciplina supone un proceso de
interaccion sostenido entre la cultura de los alumnos, la de la clase como totalidad y de la disciplina como
produccién social y cultural. Desde esa perspectiva entendemos que la idea de hacer foco sélo en la
organizacién légica de los enunciados constituye una suerte de aplicacionismo (en el sentido de un traslado o
proyeccion de una categorfa tedrica desde un campo hacia otro) que proyecta en el sujeto formas ya
elaboradas pero tiende a atribuir un papel obstaculizador en lugar de un papel productivo a la cultura de los
alumnos en la construccion de las ideas que refieren a los modos de producciéon de conocimiento
matematico.
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modelo exponencial en dichas situaciones contextualizadas. A continuacién se les
presentara un conjunto de problemas descontextualizados donde las producciones de los
alumnos se podran analizar con mayor claridad en términos de conjeturas matematicas y

sus correspondientes fundamentaciones.

En referencia a este punto acordamos con Ballacheff (2008, 502) que la prueba y la
demostracién dependen del contexto y del contenido. Mas aun, creemos que el conjunto de
decisiones que hemos tomado en nuestra investigacién - tanto en la produccién del
material para los alumnos asi como también en la organizacion del proyecto de ensefianza -
son consistentes con nuestro posicionamiento tedrico (y daremos cuenta de ello en el

marco tedrico) . Como menciona el autor:

“How do we take into account the tangle of context and content? The way
we answer these questions determines our view of what a mathematical
proof is from a teaching-learning point of view. The way we choose to
answer these questions, either consciously or not, speaks for our
epistemology of proof and for our own rationality.””

A rafz de las dificultades que tiene la ensefianza de la demostracién, Hanna (1996 y 2000)
presenta otras formas de trabajo matematico — que tienen puntos de contacto con la
fundamentacién - y que adquieren para la autora un gran valor para la ensefianza por su
capacidad para desplegar preguntas e ideas (se vincula este trabajo a la heuristica) en los
alumnos a propésito de conceptos de la geometria. Ellas son la exploracién, las técnicas
heuristicas y las pruebas visuales.

Sin embargo, llevadas al seno de la comunidad matematica, estas otras formas de
razonamiento han sido puestas en discusién. Si bien no hay consenso al respecto, una
amplia mayorfa de matematicos sostiene y defiende (y el articulo de Hanna da cuenta de
ello”) la idea de que estas formas de trabajo no pueden constituirse en reemplazo de la
demostracién pues entienden a la demostracion como la dnica forma de sostener el
crecimiento con rigor en la ciencia matematica reconociendo que la demostraciéon también
“tiene un valor central al posibilitar la comunicacién de ideas y generar entendimiento”
(Thurston, 1994: 162) y admitiendo, no obstante, el valor heuristico del trabajo

computacional.

7 «:Cémo tomamos en cuenta el tandem contexto-contenido? La forma en la que respondamos estas
preguntas determina nuestro punto de vista acerca de lo que es una demostracién desde un punto de vista de
enseflanza y aprendizaje. La forma en la que elegimos contestar estas preguntas, de un modo consciente o no
habla de nuestra epistemologia y de nuestra racionalidad”. (ibid.,503)

8 Hanna, 1996
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Esta discusién en el campo académico de la matematica acerca de la continuidad o no de la
demostracién como unico medio de produccién y avance en la disciplina es el motivo - en
términos de Hanna - de su abandono y pérdida de interés para su ensefianza en el aula.

De forma similar Barallobres plantea una comparacién entre la continua necesidad de
consensuar la aceptacion de la calidad explicativa de una demostracién en la comunidad
matematica con la necesidad de acordar criterios con los alumnos para dar cuenta de
cuando las pruebas elaboradas por ellos resultan una validacién intelectual (lo que es el
objetivo de su investigacién: el estudio de validaciones intelectuales en el ambito del

algebra). En tal sentido Barallobres (2004) expresa que:

“En una situacion de validaciéon, conocimientos de niveles diferentes
estan en juego: aquellos vinculadas a la adopcion de algunas normas,
aquellos vinculadas a la produccion de una prueba, aquellos vinculadas
a la validacién de las pruebas producidas. Con relaciéon a estos tultimos,
Arsac (1996) pone de manifiesto que, en la actividad matematica,
ninguna demostraciéon se ajusta nunca a todas las normas que
determinan la validez del razonamiento, por razones variadas: el analisis
de las demostraciones evidencia lagunas desde el punto de vista de la
estructura deductiva, hay implicitos, "lemas ocultados" (Lakatos, 1976).
En cada época, existen convenios que reinan entre los matematicos en lo
que refiere al nivel de explicitacion necesario para una demostracion. De
esta manera, incluso si existe normas teoricas para la demostracion, la
comprobacién de la conformidad con todas estas normas esta incluida
siempre en el debate entre matematicos. Segiin Arsac, esto significa que
en la ensefnanza, cuestiones similares plantearan problemas de contrato
didactico”.

Creemos que esta es una “extrapolaciéon” exacerbada de la actividad del ambito académico
a la del ambito de la enseflanza que no toma en cuenta las caracteristicas particulares de la
comunidad matematica “aula” que estd inmersa en la confrontacién. Por ende no
compartimos esta visiébn. A partir de nuestra investigacién mostraremos que la enseflanza
de los modos del razonamiento matematico (en general, cualquiera sea la forma que se
adopte) es compleja en tanto no se trata de un modo de razonar natural (Panizza, 2005),

sino de un producto cultural y de dificil aprehensiéon tanto para alumnos como para

docentes.
Los problemas de la ensefianza del razonamiento matematico se plantean, para Brousseau

(2004) bajo el aspecto de una paradoja puesto que el razonamiento matematico no es un

razonamiento natural. Esto lleva a que Brousseau pregunte:
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“:Como ensenar a un alumno "cémo razonar" si no lo sabe aun, mientras
que el razonamiento es justamente el medio que le es preciso para
entender y aprender lo que es un razonamiento? ¢Cémo ensenarle a
aceptar Unicamente conclusiones por el ejercicio de su propio juicio, sin
dejarse influenciar por otras causas mientras que este juicio no esta
adquirido atin...?”

La fuerza de esta paradoja podria relativizarse al considerar, en forma andloga, la cuestiéon
de la adquisicién de la lengua materna (respecto de los cuales podria considerarse la misma
situacién paradojal). No obstante creemos interesante destacar que el razonamiento
matematico es aqui tratado como un producto cultural y este es un elemento central para
que Brousseau plantee su paradoja. A su vez, la contradiccion sefiala la necesidad de pensar
el problema de la ensefianza teniendo en cuenta una comunidad de referencia y atribuyendo

un valor central a las interacciones.

En consonancia con el planteo de Brousseau, Balacheff (1987) destaca la dimensién social
de la prueba en tanto herramienta de comunicaciéon y convencimiento. Para su estudio
propone una aproximacion en dos dimensiones: una situacional (en referencia a la Teorfa
de Situaciones) y otra cognitiva. Fl trabajo de Balacheff tiene la particularidad de condensar
tanto la perspectiva tedrica, como la experimental a partir de ejemplos de clase, aun cuando
no explicita las condiciones en las que se realizaron las experiencias en aula.

Para Balacheff es necesario distinguir desde el punto de vista didactico expresiones que los
matematicos consideran similares tales como: explicaciéon, razonamiento, prueba y
demostracion. Asi el autor define el concepto de prueba en términos de

“...una explicacion aceptada por una comunidad dada en un
momento dado. Esta decisiébn puede ser el objeto de un debate cuya
significacién es la exigencia de determinar un sistema de validaciéon comuiin
a los interlocutores”

Nos interesa destacar aqui dentro de la dimensién social que Balacheff le adjudica a la
prueba la necesidad de tomar como objeto de debate el sistema de validacién. Este hecho

nos hace pensar en el papel importante e ineludible que debe desempenar el docente.

De forma analoga a la categorizaciéon que realizan Bell, De Villiers y Hanna sobre las
funciones de la demostracién Balacheff distingue las pruebas segin sus propodsitos en:
pruebas para decidir, para comunicar o para saber. Entendemos que esta categorizacién
(que, como el autor aclara, no supone una particion) estd planteada a la luz de la Teorfa de
Situaciones (situaciones de accidén, de comunicacién y de validacién) y pensamos que la

misma contribuye a pensar sentidos posibles para una entrada al trabajo de la
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fundamentacion — actividad matematica que propondremos a lo largo de esta investigacion.
También creemos que este modo de ver las pruebas pone énfasis en los saberes (practicos

o tedricos) que ellas pudieran convocar.

El estatuto de los conocimientos involucrados y aquello que Balacheff define como la
“racionalidad empleada” le permite armar una tipologia de pruebas. Asi surgen: el
empirismo naif, la experiencia crucial, el ejemplo genérico y finalmente la experiencia
mental’. Segin el autor estos tipos permiten analizar - graduar, detallar - con mejor
precisién el paso de las pruebas pragmaticas hacia las formales. Pensamos, sin embargo,
que su categorizacioén surge de un trabajo muy especifico y creemos que todavia puede o

deberia confrontarse a la luz de un trabajo de ensefianza con otros objetos matematicos.

También Duval (1990) propone distinguir formas de razonamiento segun la situacién o
tarea particular que se intenta llevar adelante: resolver un problema, convencer a otros o
probar un resultado. Para este autor cualquier intento de ensefanza de una forma de
razonamiento se enfrenta con las practicas de la argumentaciéon que representa la forma
natural que tienen los alumnos de pensar. Duval (1990) propone, entonces analizar el
funcionamiento cognitivo de la argumentacién y la demostracién buscando por este
medio conocer las dificultades del aprendizaje de la demostracién. En términos de Duval
una argumentacion es ante todo un razonamiento, un proceso de inferencia por el cual se
produce una afirmacién derivada de una o muchas proposiciones presentadas.

Duval desarrolla un concepto que le permite reconocer y distinguir una argumentacion de
un razonamiento deductivo: el estatuto operatorio de las proposiciones invocadas. Es esta
distincién lo que para Duval'' da cuenta de una “ruptura o distancia cognitiva” entre las
dos formas analizadas. Es esta la razén por la cual el autor concluye que la ensefanza de la
argumentaciéon no contribuye a la ensefanza de la demostracién. Esta dltima requiere de
una enseflanza que ponga en evidencia la estructura ternaria del razonamiento deductivo y
el estatuto operatorio que juega una sentencia en cada una de sus componentes. Para el
analisis de la dimensién social y subjetiva de estos razonamientos el autor introduce la
nocién de “valor epistémico” la que marca el valor de creencia u opinién que tiene el

locutor sobre un enunciado.

9 Las caracteristicas de cada uno de ellos son presentados en el Marco Tedrico.

10" Compartimos la pregunta que moviliza el estudio de Duval: “en qué medida la ensefianza de la
argumentacién es el mejor camino para conducir a los estudiantes hacia el razonamiento deductivo y la
demostraciéon” y buscamos ampliarla a otras formas del razonamiento matematico.

11 Desarrollaremos en profundidad la propuesta de Duval en el Marco Tedrico.
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Pedemonte (2000, 2005, 2007, 2008) también compara y analiza relaciones entre
argumentaciones y demostraciones en el ambito de la geometria, aunque precisa su estudio
a un tipo especial de argumentaciones: aquellas que contribuyen a formular y justificar
conjeturas. Pedemonte se ocupa de analizar las argumentaciones bajo el modelo de
Toulmin'? y su trabajo nos interesa pues este andlisis que sostiene Pedemonte permite
comprender algunas de las dificultades que hallan los alumnos en la produccién de
fundamentaciones. Las primeras conclusiones del trabajo de Pedemonte' se alejan de las
de Duval en tanto éstas seflalan una continuidad cognitiva entre argumentaciéon y
demostracion para el caso de la produccion y validacién de una conjetura en el area de la
geometria. En particular, mediante esta perspectiva de analisis Pedemonte sostiene que la
demostracion es un tipo particular de argumentaciéon contraponiendo esta vision a la de
Duval para quien los razonamientos deductivos tienen caracteristicas que los distinguen y
alejan de los razonamientos argumentativos. Postetiormente Pedemonte (2007) avanza en
el analisis de estas mismas argumentaciones y demostraciones a partit del mismo
experimento de aula pero, en esta situacion, el analisis estructural que propone la lleva a
concluir que “although there are clear cases of continuity between argumentation
supporting a conjecture and its proof, there is often a structural distance between the two
(from an abductive argumentation to a deductive proof, from an inductive argumentation

to 2 mathematical inductive proof).”"*

El analisis del protocolo de resolucion de algunos problemas de los alumnos con los que se
realizé el experimento le permite observar a Pedemonte que, en algunas argumentaciones
que la autora llama abductivas (tomamos su clasificacién atn cuando deseamos precisar
que la abduccién vendria dada por un hecho observado a partir del uso del software que le
indica al alumno la congruencia de un grupo de triangulos y es ante tal evidencia que los
alumnos se abocan a buscar razones para justificar las congruencias que el software sefiala)

y su correspondiente prueba hay una unidad cognitiva (en funcién de los conceptos que los

12 Toulmin desarrolla un modelo para el analisis de la estructura de argumentaciones no necesariamente
incluidas dentro del campo de la matematica.

13 E] andlisis de Pedemonte (2005, 2007, 2008) utiliza situaciones de la geomettia propuesta alumnos de 12°y
13° grados (15 a 17 afos) en el proceso de enseflanza de la demostracién en Francia e Italia. Se trata de tres
problemas abiertos de geometria que los alumnos pueden resolver en grupos utilizando el Cabri. La
produccién de conjeturas es el objetivo del problema asi también como su demostracién. Durante ese
proceso se estudian las argumentaciones que producen los alumnos, tanto durante la produccién de la
conjetura como luego para demostrarla, alli donde se gesta la demostracion.

14 “Aun cuando existen casos claros de continuidad entre la argumentacién que sustenta la conjetura y su
prueba existe a menudo una distancia estructural entre ambas (desde una argumentacién abductiva hacia la
prueba deductiva y desde una argumentacién inductiva hacia la prueba inductiva)”
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alumnos esgrimen durante sus didlogos, la presencia de una teoria matematica que también
evocan y su uso por escrito en la produccion escrita de sus pruebas) entre argumentaciones
y pruebas. Sin embargo Pedemonte sefiala una distancia estructural en la medida que las
argumentaciones producidas son abductivas (porque antecede la conjetura a la produccion
de datos) en tanto que las pruebas desarrolladas son deductivas”. Otros ejemplos que
muestra la autora dan cuenta de casos donde hay continuidad en la estructura organizativa

de argumentaciones y pruebas (siendo en ambos casos abductivas).

Nos importa recalcar aqui que tanto la conclusién de Pedemonte como su elecciéon de un
tipo especifico de argumentaciones muestran que la argumentacién redne practicas de
caracteristicas muy diversas, aun siendo analizada en el propio campo de la matematica.
Nos interesa ademas el estudio de Pedemonte pues da cuenta de la necesidad de considerar
forma o estructura y contenido tanto en argumentaciones como en las pruebas que la
autora considera. Retomaremos esta cuestion de la forma y la estructura en el Marco

Tebtrico.

Es claro el interés de estos estudios (que toman formas del razonamiento matematico y
estudian su relacion con la demostracion) en acercar a los alumnos al trabajo de produccion
de conocimiento. Mas alld de las relaciones que se puedan establecer, cada una de las
formas propuestas (la argumentacion, la prueba, la deduccion) tiene un valor formativo en
s{ misma ya que instalan como asunto la relaciéon de los estudiantes con la construccién de

la verdad a través del conocimiento.

Como veremos mas adelante en el Marco Tedrico del trabajo, la distincién entre prueba y
demostracion resulta central para nuestro trabajo y es compartida por otros autores como
Barallobres (2004) quien toma la situacion de ensefianza del algebra en alumnos de 12 o 13
afios para investigar las condiciones que pueden favorecer la producciéon de pruebas
intelectuales. El algebra tiene la particularidad de poder pensarse como una herramienta de
produccién y de comunicacion de “formulaciones genéricas”. Para Barallobres “la
construccién de la racionalidad matematica no puede ser aislada de la construccién de

conocimientos matematicos especificos” y en tal sentido acuerda con Margolinas (1998)

15 Precisamos aqui nuestra concepcién de abducciones, pues creemos que puede haber alguna diferencia entre
lo que nosotros entendemos por una abduccién y lo que Pedemonte toma en consideracion. Entendemos, de
acuerdo con la légica, que una abducciéon correponde a la estructura: “Si [P entonces Q] y Q entonces P”.
Esto significa que en el razonamiento abductivo antecede la conjetura a la procuccién de datos.
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que siendo el trabajo sobre verdad y verosimilitud parte de la construcciéon de la
racionalidad de los alumnos “este trabajo no es independiente de la especificidad de los

objetos matematicos especificos”.

2.3 ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE FORMAS
DEL RAZONAMIENTO MATEMATICO

Las investigaciones que analizan - desde distintas perspectivas - el problema de la
enseflanza y el aprendizaje de actividades ligadas a la fundamentacién tales como la prueba,
la deduccion y la propia demostracion, coinciden en afirmar la complejidad de ambos
procesos (dificilmente disociables) y formulan algunos conceptos teéricos que permiten

analizar el problema desde distintas perspectivas.

2.3.1 Comunidad clase y debates

El concepto de “comunidad clase” es utilizado por diferentes autores para introducir la
dimensién social de ciertas cuestiones del aprendizaje de la matematica. Knipping (2008:
4306) - quien analiza la estructura de las argumentaciones que se generan en una clase de
geometria utilizando el modelo de Toulmin - sostiene que las garantfas para tales
argumentaciones residen en los conocimientos compartidos por la comunidad clase,
estableciendo de este modo un paralelo entre los conocimientos de esta comunidad con
aquellos institucionalizados que residen en la comunidad matematica..

También Paniza (200?: 14) menciona a la clase como la pequefia comunidad donde existen
conocimientos acumulados y también se producen (o infieren) nuevos conocimientos
destacando que durante el acto de produccién es la comunidad quien legitima, acepta o
avala el conocimiento nuevo. Entendemos que la referencia a una comunidad marca el

aspecto social de toda produccién de conocimiento.
Fuera del campo de la didactica de la matematica Nicholas Burbules analiza el didlogo en

clase, desde la perspectiva de la teorfa critica. Su interés esta centrado en describir y analizar

las distintas formas que el didlogo en clase puede adoptar y sus posibles consecuencias en la
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ensefianza. El hecho de que en nuestra investigacién proponemos un trabajo oral entre
docente y alumnos que sostenga la emergencia de la fundamentacién nos llevé a considerar
la propuesta de Burbules como un aporte que amplié nuestra perspectiva acerca de los
intercambios orales en la clase. La actividad oral que se desarroll6 en las clases que
estudiamos comparte muchos de los elementos que para Burbules son constitutivos de lo
que ¢l denomina dialogo: “El didlogo no es algo que bagamos o que empleemos; es una
relacién en la que entramos” (la bastardilla es del autor, Burbules, 1993, 15). Algunos
clementos que caracterizan este didlogo han surgido en la observacién de clases - sin haber
sido pautados o discutidos previamente con las docentes - a propésito de la produccion de
fundamentaciones. Mencionamos asi: “un clima de participacién abierta de cualquiera de
los intervinientes, que alternadamente producen enunciados de duracién variable (estos
pueden ser preguntas, respuestas, reorientaciones o construcciones...)...El didlogo se gufa
por un espiritu de descubrimiento.....Supone un compromiso con el proceso mismo de
intercambio comunicativo, una disposicion a llevar las cosas hasta el fin para llegar a
entendimientos o acuerdos significativos entre los participantes” (ibid., 31).

Este didlogo tiene para Burbules una comunidad de referencia donde no es necesaria la
homogeneidad o paridad de los participantes. En tal sentido Burbules considera al docente
como parte de esta comunidad: “Si bien muchos se ven atraidos por el dialogo como
enfoque pedagodgico por sentimientos igualitaristas, la igualdad per se no es necesaria para
que haya dialogo...El hecho de que los participantes no sean iguales en conocimiento,
experiencia o inteligencia no disminuye las posibilidades del didlogo: al contrario, en
muchos casos explica que los participantes se hayan visto llevados a establecer una
relacién”. Concluye Burbules que mas que la paridad lo que requiere el didlogo -y sera un
aspecto que debera tener esta comunidad aula - es la “reciprocidad”, es decir, la
disposicién a que cada acto o gesto de un participante sea replicado por los otros. Este
ultimo punto tiene interesantes consecuencias sobre el docente y su gestiéon de la clase y
nos remite al tipo de autoridad que el docente construye en la clase. En tal sentido no
vamos a suprimir la inherente autoridad del docente (y en esa cuestiéon coincidimos con el
planteo de Burbules (ibid., 61) para quien la autoridad es inevitable en cualquier intento
educativo) aunque si entendemos que serd necesario concebir una autoridad que preserve la

reciprocidad como modo de fortalecer la posibilidad de didlogo.

Barallobres (2004), citando a Orus (1992) trae la nocién de comunidad matematica de

referencia en el momento de la confrontaciéon entre las producciones privadas e
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individuales de los alumnos y las que se producen publicamente mediante el debate: “El
razonamiento de validaciéon producido a nivel adidactico se manifestara publicamente en la
situacién diddctica, en una determinada comunidad cientifica (la clase de matematicas) que
tiene sus propias normas de aceptaciéon o rechazo de los razonamientos producidos, en
funcién de su historia comun: los tipos de pruebas permitidas y reconocidas como
suficientes en esta comunidad de referencia'® para establecer la validez de los
razonamientos producidos (pruebas pragmaticas, pruebas semanticas, pruebas sinticticas,
etc.).”

En nuestra investigacién el debate junto con la presencia de la comunidad aula sera
considerado un escenario favorable para la produccién de fundamentaciones ain cuando
nos alejamos de la construcciéon de un milieu que incorpore elementos de competencia

. . . . ~ 17
entre los alumnos que el investigador considera en su disefio .

Arsac y Mante encuentran en el debate un escenario portador de algunas de las condiciones
que los autores establecen como necesarias para el aprendizaje de algunas reglas de la
matematica (la regla del tercero excluido y la del uso de la figura analitica en la geometria).

En tal sentido afirman:

“Nous avons vu que dans la théorie des situations de G. Brousseau la
connaissance dont lapprentissage est visé doit apparaitre comme la
solution optimum au probléme posé. Or l'analyse épistémologique nous
conduit a faire I’hypothése qu’il ne sera pas possible de trouver des
situations dans lesquelles tous les éléves vont construire les régles du
débat mathématique comme une réponse optimum au probléme posé. Par
contre nous pensons qu’ils donneront du sens a ces régles
institutionnalisées par le professeur, dans la mesure ou elles leur
permettront de trancher le débat dans lequel

ils se sont engagés et qu’ils ne peuvent conclure. Cela suppose que
I'enseignant ne présentera ces régles qu’apres la prise de conscience par
les éléves de la difficulté de conclure le débat.”18

16 Cuando se menciona la comunidad matematica de referencia se esta aludiendo a la comunidad aula.

17 Creemos necesatio sefialar que Barallobtres concibe una situaciéon problemiética donde los alumnos tienen
que competir entre ellos y en el transcurso de tal competencia realizan conjeturas. Entendemos que la
competencia entre los alumnos es un escenario que propicia un cierto tipo de producciones. Ante la
posiblidad de ganar un juego los alumnos pueden priorizar conjeturas que no estan en condiciones de explicar
pero que sin embargo funcionan como ganadoras. En nuestra investigaciéon la competencia no es un
escenario de trabajo.

'8 “Hemos visto que en la Teorfa de Situaciones de G. Brousseau el conocimiento cuyo aprendizaje se busca
debe aparecer como la solucién 6ptima al problema propuesto. Ahora, el analisis epistemolégico nos lleva a
proponer como hipdtesis que no sera posible encontrar situaciones en las cuales todos los alumnos
construyan las reglas del debate matematico como una respuesta 6ptima a un problema propuesto. Por el
contrario creemos que ellas daran sentido a las reglas institucionalizadas por el profesor en la medida que ellas
les permitan zanjar el debate en el que se comprometen y que no pueden concluir. A su vez esto supone que
el docente no presentara estas reglas sino hasta mostrar que el debate no puede concluir.” (1996: 25)
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Tomamos estas consideraciones referidas al debate y al docente (si bien luego
mencionaremos especialmente el ineludible rol que creemos el docente tiene en esta
proceso de ensefianza no queremos dejar pasar su mencién en esta cita) como puntos de
partida para nuestra investigaciéon. Destacamos que los investigadores analizan el problema
de la ensefianza de algunas reglas necesarias en el razonamiento deductivo teniendo como
marco teérico la Teorfa de Situaciones y sin embargo elaboran como hipdtesis la
imposibilidad de encarar su enseflanza bajo el modelo de una situacién problematica en la
cual estas reglas surjan como el conocimiento éptimo. Es esta circunstancia junto con el
aspecto social de las situaciones de validacién lo que da lugar al escenario del debate —

desde la 6ptica de los investigadores.

2.3.2 La racionalidad matematica de los alumnos®.

Diversas investigaciones distinguen aspectos de los estudiantes, muchas veces conectados,
que inciden sobre actividades asociadas a la fundamentacién (razonamientos deductivos,
argumentacion, prueba y demostracion). Entre ellos destacamos y mencionaremos: las
nociones de matematica (el conocimiento del campo que se encuentra a disposicién del
alumno), las nociones sobre las herramientas de produccién de la actividad matematica, las

herramientas semidticas disponibles y la madurez cognitiva.

Hanna, en sus dos trabajos ya citados, muestra que la enseflanza de la demostracién en el
aula se enfrenta con el problema de que los alumnos, segin la autora sostiene, (del mismo
modo lo hace De Villiers) no comprenden la necesidad de demostrar hechos matematicos
“evidentes”. De ahi que la autora sostenga que aquellas demostraciones que aportan
explicaciéon a un problema sean mas adecuadas para la ensefianza que las que solo validan —
sin explicar- puesto que se constituyen en una herramienta de mayor valor para los

alumnos.

19 En este trabajo adoptamos la concepcién de estudiante aportada por Brousseau quien sostiene que la tarea
del estudiante de matematica no se agota en la resoluciéon de problemas, aunque ésta es principal, sino que
también abarca la produccién, formulacién, prueba y construccién de modelos, lenguajes, conceptos y teorias,
de forma tal que pueda ser comunicada a otros. (Brousseau: 1997, 22)

20 Ta evidencia visual es comun en situaciones de geomettia. El alumno no comprende la necesidad de
demostrar enunciados que son evidentes en un dibujo de analisis. Esto muestra la distancia entre el estudiante
y el matematico. Estas diferencias y sus consecuencias para la ensefianza son presentadas por Douady (1986).
Analisis como éstos nos llevan a poner en cuestion la analogia sefialada por Arsac (citado por Barallobres)
entre la discusion sobre criterios de validez en la clase y en la comunidad matematica.
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En este sentido Balacheft (1987) y Arsac (1996) sefialan otra area de dificultades en la
enseflanza de la demostracién por cuanto la misma representa para el estudiante un cambio
de practicas de las esferas del saber hacer a las esferas del saber anticipar, deducir,
hipotetizar. También se lo describe como un cambio de un estudiante practico a un
estudiante teérico. Balacheff sostiene ademas que este cambio lleva implicito un cambio

del contrato didactico®.

Balacheff sefiala una ruptura del contrato didactico en el aula cuando el alumno, que esta
sosteniendo practicas ligadas “a la accién y a la observacién”, es llevado hacia una actividad
mas teodrica, de reflexiéon. El docente necesita promover un pasaje de las practicas de
eficacia (comunes en la actividad del estudiante practico que se mueve en las esferas del
saber hacer) hacia las practicas del rigor (propias del estudiante tedrico que se mueve en las
esferas del saber anticipar, hipotetizar, formular, etc.) Este pasaje se transita parcialmente
en términos de Balacheff a través de la interaccién social, y es por esto que proponemos
en esta investigacion analizar la intervencién docente. Serd él quien esté a cargo de aportar a
la clase su posicionamiento con relacion a las normas de trabajo matematico y de promover

las reglas del trabajo de fundamentacion.

En Pruebas y Refutaciones, Lakatos analiza las reacciones de estudiantes que muestran
poseer conocimientos sélidos sobre la forma de razonar de un matematico hacia las
refutaciones que plantea el profesor. Balacheff toma como referencia este trabajo para
analizar desde el campo de la Didactica las respuestas de los estudiantes cuando, a rafz de
proposiciones que formulan, son confrontados con contracjemplos propuestos por el
profesor. En particular Balacheff estudia el caso en el que los alumnos deben establecer el
“nimero de diagonales de un poligono de n lados” y donde el docente responde a sus
formulaciones a través del planteo de contracjemplos. Es interesante la distincién que
Balacheff propone entre estos estudiantes y aquellos de Lakatos en el sentido que estos
estudiantes no han adquirido todavia “el arte de demostrar” y por lo tanto la aparicién de
contraejemplos no los confronta necesariamente con un saber posiblemente errado o con
una produccién a reformular sino que en algunos casos los alumnos pueden ir realizando
enmiendas igualmente inadecuadas a sus formulaciones que les permitan “salvar” los

contraejemplos provistos por el docente™.

21 Este concepto se presentard en el Marco Tedrico.
22 Volvemos en este punto a la observacién de Brousseau sobre la paradoja de la ensefianza del razonamiento
matematico a alumnos que no lo conocen y vemos que esta es una posible lectura de su situacién paradojal”.
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Esto muestra, por un lado, la dificultad que encuentra un docente para comandar un
trabajo de practicas fundamentadas. Por el otro, y asi lo sefialan Balacheff y Brousseau, se
evidencia que este problema no puede reducirse a un problema de orden légico sino que

debe estudiarse desde otras perspectivas.

Arsac y Mante (1996) postulan que la ensefianza de formas logicas del razonamiento tales
como la del tercero excluido se enfrentan a las dificultades que emergen de los usos que
algunas expresiones matematicas tienen en el lenguaje natural y que los alumnos portan. En
las situaciones de clase que observaron, ain cuando los alumnos comprueban® la
insuficiencia del trabajo con ejemplos, los autores plantean que estos resultados a los que
llegan los distintos grupos de alumnos no conducen a cuestionar los modos de validacién
que estan utilizando. Es por eso que consideran necesario el aporte del docente al que le
dan la forma de un cierre de un debate donde se discuta con los alumnos estos aspectos
metamatematicos para el caso puntual que analizan del tercero excluido. Toman en
consecuencia el debate como un escenario propicio para problematizar la cuestién de los
modos de validacién y dar asi lugar la ensefianza de esta forma légica con mas sentido para

los estudiantes.

Creemos que este resultado confirma tanto la influencia de las nociones que tienen los
alumnos sobre la actividad productora y su apreciacion respecto del tipo de actividad que

plantea la matematica as{ como también del lugar central e ineludible del docente.

Heinze y otros proponen un conjunto de competencias relacionadas con la producciéon de
demostraciones en el 4drea de la geometria que se ensefla en la escuela (en el nivel medio,
hacia los 15 afios) y analizan dos formas en las que los docentes pueden promover dichas
competencias. Desarrollan dos conceptos tedricos:  “hypothetical bridging” vy
“coordination”. Describen el producto “una prueba” en el area de la geometria como una
red de conexiones entre condiciones dadas y conclusiones buscadas. El proceso necesario
para desarrollar esta prueba incluye:

a) Entender la informacién provista asi como también el estatus de esta informacién.

23 En las situaciones referidas los alumnos debfan decidir el valor de verdad de la siguiente afirmacién: “En la
expresion “n x n —n + 11” si se reemplaza n por un niimero entero cualquiera no negativo se obtiene
siempre un nimero que solo posee dos divisores.”
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b) Reconocer los elementos cruciales (premisa, argumento, conclusién), que se asocian
a las propiedades necesarias para la deduccion.

c) Construir, especialmente para las demostraciones de multi-paso, construcciones
intermedias para el siguiente paso de deduccién por medio de “hypothetical
bridging” (que traducimos como “conexién hipotética”)

d) Coordinar el proceso total y organizar el discurso en una secuencia aceptable.

Encontrar pasos inutiles y eliminarlos.

Los autores consideran insuficiente la competencia de realizar una o mas conexiones
hipotéticas sino que ademas es necesario una actividad de organizacion de estas posibles
conexiones, tarea que ellos indican en un meta-nivel respecto de la anterior y es a ella a la

que llaman coordinacién.

Dividen las demostraciones que toman para su andlisis en dos grupos, aquellas que
consisten en una secuencia (lineal segun los autores) de argumentos y otras en las que se
distinguen al menos dos conclusiones paralelas a las que se llega luego de una secuencia de
argumentos y que confluyen en una conclusiéon. No consideran pruebas por contradiccion

o por induccién dado que quedan fuera de la curricula de la escuela media.

En consonancia con algunos de los sefialamientos de Heinze, Duval (2002) - en su analisis
de la ensefanza de la demostracién para el area de la geometria - propone algunas
condiciones didacticas a saber:

.- comprender la organizacién de un paso de deduccién, (y para ello postula que los
alumnos comprendan la conexién entre el estatuto operatorio de las proposiciones y su
valor epistémico)*. Esto refiere al primer nivel de organizacién de un razonamiento
deductivo.

.- comprender la organizacién entre los pasos de deduccién (segundo nivel de
organizacién) en los cuales la premisa de cada nuevo paso es o bien una hipdtesis (en
referencia a pasos paralelos como los que describe Heinze) o bien una conclusién de un

paso precedente.

Al referirse a estos dos niveles, Duval distingue una serie de errores en los alumnos que

sefialan la falta de comprensiéon de uno u otro. En relacién al primer nivel, sefiala el autor

24 Los conceptos desarrollados por Duval son presentados en el marco tedrico de esta tesis.
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que los alumnos que no comprenden la organizacién de un paso deductivo mezclan

hipétesis con conclusiones, enunciados con sus reciprocos o no chequean las condiciones
3

que precisan los teoremas-reglas de inferencia para ser aplicados. En tanto que en relacién

con el segundo nivel (aquello que Heinze denomina coordinacién) encuentra cortes,

discontinuidades en el desarrollo del razonamiento. Esto amerita segin Duval que los

<

alumnos tengan “un entrenamiento especifico acerca del funcionamiento de un paso
deductivo y sobre la forma de moverse de un paso hacia el siguiente” (Duval, 2002:68). No
sefiala Duval en su trabajo cual es el proyecto de enseflanza que puede lograr estos

aprendizajes y el “entrenamiento”.

En su trabajo, Raman define en las pruebas dos aspectos, uno privado que él entiende es el
que genera la comprensién personal y otro publico que es el que permite convencer a otro.
Raman encuentra que los matematicos de profesion (docentes de una universidad en su
estudio) pueden ir desde el aspecto privado hacia el piblico mediante la “idea clave” de la
prueba en tanto los estudiantes no pueden hacerlo a partir de un estudio empirico en el que
el investigador pide a un grupo de docentes y estudiantes que den una explicacién que
consideren convincente acerca de por qué la derivada de una funcién par es impar.”

Uno de los asistentes del curso de calculo (graduado y docente auxiliar) construye una
demostracion de esta afirmacion recurriendo a la definicion del limite del cociente
incremental y aplicando las propiedades que provienen de la paridad de la funcién. Esta
explicacién que resulta convincente para el asistente no pone en evidencia el por qué de la
cuestion. Por el contrario la interpretacién geométrica del cociente incremental permite
comprender intuitivamente®  por qué la derivada de una funcién par deberfa ser impar.
Esta evidencia visual queda oculta en la demostracién formal del asistente. Entendemos
que el ejemplo da cuenta de la subjetividad que atafie a las demostraciones (aquello que
Duval denomina el valor epistémico) respecto de su poder explicativo lo que esta en
relacién con el entendimiento del sujeto o también de la comunidad de referencia del tema,
su experiencia y capacidad de interpretacion

Acordamos con Raman respecto de la necesidad de un énfasis en las ideas claves para la
ensefianza de la demostracion, que en nuestra investigacion tomara la forma de un trabajo

especifico de busqueda de explicaciones (aquello que llamaremos fundamentaciones) que

* La propuesta tiene como antecedente el trabajo de Hoyles y Healy de 1999 con alumnos de 15 afios.
*% Una funcién par tiene un grafico simétrico respecto del eje y . La pendiente de una recta tangente en los
correspondientes valores positivos y negativos es también un reflejo respecto de este eje.
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aporten las razones que subyacen a algunas cuestiones matematicas y que no estan

directamente vinculadas a la produccién de demostraciones.

Varios investigadores (Margolinas, 1993; Barallobres, 2004 y De Villers, 1990, Knipping,
2008, Duval 1991 y 2002) indican que la capacidad explicativa de una prueba o de una
demostracién no es independiente del sujeto sino que es subjetiva y que estd en relacién a
los saberes que dicho sujeto posee (explicitos o implicitos). Este hecho hace que la gestién
de clase sea compleja. En este sentido y en el contexto de nuestra investigacién
entendemos que esta subjetividad repercute sobre —y estd tensionada por- lo que la misma
comunidad estudiantil podrd reconocer como una fundamentacién (en relaciéon a lo que
sera el objeto de indagacién en esta tesis).

Por su parte, en la comunidad matematica, las condiciones que se imponen para que una
demostracién sea dada por buena son conocidas por el productor de dicha demostracién
pero también quedan bajo la auditoria del resto de la comunidad que sancionara sobre la
calidad de la prueba. Una vez mas creemos que estos conceptos contribuyen a sostener la
centralidad del papel que el docente debe jugar en la regulacién de la fundamentaciones

producidas por los alumnos.

En referencia a esta descripcion en esta investigacién nos proponemos estudiar y presentar
contextos de trabajo en clase que pueden promover el desarrollo de herramientas por parte
del sujeto para sustentar la validez de una proposicion establecida por €l o su comunidad de

pares a proposito de un objeto de estudio.

2.3.3 El docente y la produccién de conocimiento matematico en el

aula

La construccién que el propio docente ha elaborado tanto sobre la disciplina como sobre el
proceso de aprendizaje incide sobre el modelo de enseflanza que pone en juego. Cuando el
docente concibe a la disciplina matematica como un conjunto de saberes organizados en un
sistema axiomatico de conocimientos (Brousseau, 1997: 19) que deben transferir al alumno,
su modelo de enseflanza apuntara a la reproduccién de las nociones de la disciplina. En este
posicionamiento sera dificil que el docente pueda concebir al estudiante como un

productor matematico y que se pregunte en consecuencia como podtia promover en el
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alumno una actitud de produccién matematica en alguna escala. La visién de un alumno
que pueda formularse preguntas, elaborar argumentaciones, responsabilizarse por su
produccién matemitica, en cambio, tiene un correlato en la gestién de la clase, impone
fuertes exigencias al docente y torna mucho mas complejo el control de los aprendizajes.

Mas especificamente y en referencia a la enseflanza del razonamiento matematico
Brousseau insiste en que la presentacién ortodoxa de los textos matematicos provoca en
los docentes una confusion entre la actividad del razonamiento matematico de los alumnos
y el producto cultural representado por el medio estandar de su comunicacion. Esto los
lleva a pensar que la logica formal (el modus ponens entre otros) es la herramienta
fundamental y necesaria de las matematicas y que su ensefianza es la forma de ensefiar a

producir matematica. (Brousseau, 2004).

Panizza (2005: 19) afirma que en las observaciones de clase es importante distinguir entre el
conjunto de razonamientos suscitados por un problema y el razonamiento producto que es
finalmente comunicado por cada alumno. L.a comunicacién esta presente en cada instancia
de esta forma de trabajo matematico y ella permite apreciar con mayor claridad el
“producto terminado” es decir el razonamiento producto. Menos evidente resulta inferir

acerca de todo el proceso.

Barallobres, en su estudio sobre la elaboraciéon de validaciones en un problema del algebra,
“ 1, . 27 .
se pregunta por el rol del profesor en la etapa adidactica™ y, posteriormente en la etapa que
¢l llama fase publica o también debate (donde el docente y toda la clase de alumnos analiza
y discute la produccién de validaciones de estrategias de juego anteriores). Avanza
sosteniendo que durante esta ultima fase “El profesor actia como representante de la
comunidad de matematicos pero no impone "normas" del funcionamiento de matematicas
por el tnico hecho de estar en la clase de matematicas. Las "normas" elaboradas deben

tener sentido con relacion al problema especifico en cuestiéon.”(Barallobres, 2004 )

Barallobres trae de este modo dos cuestiones que nos interesa puntualizar. Ambas tienen
relacién con el espectro de posibles intervenciones del docente durante las distintas fases
de desarrollo de la clase. En la primera -la fase adidictica - la preocupacién principal esta

mas en relacién con los enunciados de la TS que con el hecho de que estamos trabajando

27 . . ., . . .. . . .,

Barallobres da cuenta en su investigacién de la existencia de distintas conceptualizaciones sobre la nocioén
de adidacticidad en relacién con la existencia de un milieu material o exterior al alumno y sostiene que para
los problemas de validaciéon que €l investiga la construccién de un tal milieu material no resulta posible.
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con razonamientos matematicos. En tal situacién el investigador destaca que la teoria aloja
todavia un escenatio poco claro para el docente: donde se discute en términos de si
intervenir o no y eventualmente como hacerlo. En esta direccion Barallobres retoma una
pregunta de Orus y de Margolinas a saber: “scuales son los intercambios de informacién o
retroacciones sobre los razonamientos producidos en esta etapa que permiten hablar de
adidacticidad?. Reformulamos esta pregunta para darle un encuadre dentro de nuestra
investigacién y la plantearemos en nuestro estudio del siguiente modo: ¢cuiles son las
intervenciones del profesor durante la fase de trabajo en grupo que pueden sostener a los
alumnos en una produccién de fundamentaciones con autonomia intelectual?

En la fase publica Barallobres se pregunta acerca de cémo puede el docente actuar para
mantener el equilibrio de la clase. Reconoce asi que la intervencién docente puede ser
interpretada por los alumnos como una imposicién ajena y externa de normas y que esto

anula los procesos de validacién como procesos que generan conviccion.

Glorian y Hersant toman un contexto similar de trabajo en la clase de matematica a la que
llaman Interactive Synthesis Discusiéon (ISD) para caracterizar esta modalidad de
enseflanza que las autoras encuentras ampliamente difundidas en las clases francesas de
matematica (2005: 141). Esta practica consiste en sesiones de resolucion de problemas en
pequeflos grupos seguidas de fases de discusion de las soluciones con la participacién de
toda la clase. En ellas las autoras analizan las intervenciones docentes a través de algunas
nociones provistas por la TS tales como el contrato didactico —al que dotan de dimensiones
especificas para este estudio - y el milieu (ibid, 120). En estas practicas el investigador no
tiene participacién en el disefio de la actividad de ensefianza ni en su realizacion y realiza
una observacion no participante. Glorian y Hersant advierten que durante la fase de
discusién el docente traec nuevas preguntas tomando la produccién de sus alumnos y

apelando al viejo conocimiento para propiciar la emergencia de un nuevo conocimiento.

Nos interesa el trabajo de estas autoras en la medida que analizan las interacciones entre
docente y alumnos en un momento de la clase similar al de puesta en comin que nosotros
observaremos. Establecemos un paralelo con las autoras ya que para nosotros ese
momento es una oportunidad para que el docente propicie una reflexién sobre las
fundamentaciones producidas en cada grupo. Esta reflexién permite que los alumnos se
descentren de sus propias producciones y asi se produzca una despersonalizacién de las

explicaciones producidas. Las autoras por su parte analizan qué responsabilidades van
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quedando en manos de los alumnos o en el docente en términos de otras
conceptualizaciones tales como “viejo y nuevo conocimiento”, “institucionalizacién”,
devolucién, micro, mezzo y macro contrato (ibid., 123 y 124). Ademas la utilizacién de la
dimension temporal en diversas conceptualizaciones ha sido un punto de inflexién para

nuestro estudio respecto de nuestros propios observables.

Patricio Herbst (2002) toma una clase de geometria para analizar qué elementos engloba el
trabajo docente para motivar a los alumnos a la entrada a la demostracién. Sus
conclusiones nos interean pues entendemos que confirman la necesidad de concentrarnos
en una propuesta que se aleje de la formalidad y se centre en las posibilidades de
produccién de argumentos y explicaciones. Afirma que la demostracion, en las clases de
geometrfa, ha sido tomada como un proceso formal,™ y concluye que esta forma de
concebir la demostraciéon funciona de obsticulo para su ensefianza. Propone y recomienda

en consonancia con Raman la necesidad de identificar las ideas claves en una demostracién.

Nuestro trabajo pretende comprender las relaciones que se desarrollan en clase en el
contexto de la enseflanza de la fundamentacién, con la idea de comprender la complejidad
del problema y de detectar condiciones que favorecen su emergencia. Queremos analizar en
profundidad la gestion del docente poniendo en evidencia el lugar que el docente toma en
clase, las dificultades que afronta para albergar las producciones de los alumnos sin perder
su referencia con la comunidad matematica ya que alli se constituye en el portador del
discurso disciplinar.

Acordamos con Panizza que parte de la complejidad de esta gestién esta dada por la doble
tarea que le compete al recibir la producciéon del alumno y necesitar, por un lado,
comprenderla en si misma y, por el otro, interpretarla en términos de los conocimientos de

los alumnos a los que solo accede en parte.

Consideramos como hipétesis de trabajo que el lugar del docente es ineludible en la
enseflanza de la fundamentacién, dando lugar a un cambio en el contrato didactico tal
como lo sostiene Balacheff y un resultado esperado de la investigaciéon es contribuir a

precisar dicha hipotesis.

28 Comprendiendo no obstante que estapropuesta se ajusta a las definiciones y recomendaciones curriculares
que los docentes siguen del NCTM del 2000.
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2.3.4 El area de la matematica que se ensefa y la institucién escolar

Panizza y Barallobres coinciden en la necesidad de estudiar los modos de razonamiento
matematico en vinculacién con los contenidos estudiados. En términos de Panizza “...la
capacidad de razonar no es independiente de los contenidos matematicos en juego” Es por
eso que la autora pone en cuestién tomar el razonamiento matematico como un objeto
(de enseflanza) en si mismo, y propone en cambio abordar su enseflanza en estrecha
conexién con los contenidos” (Panizza 2005: 20)

Por su parte Barallobres (2004) sostiene que “El trabajo sobre verosimilitud y verdad [....]
forma parte de la construccién de la racionalidad matematica por parte de los alumnos.
Esta distincién no es independiente de la especificidad de los objetos matematicos
comprometidos. La construcciéon de la racionalidad matematica no puede ser aislada de la

construccién de conocimientos matematicos especificos.”

La geometria ha sido histéricamente sefialada como el area privilegiada de entrada a la
practica de la prueba, la demostracion y - mas en general - del razonamiento deductivo (De
Villiers, Hanna y Hanke, Gonobolin, Alagia). Investigaciones postetiores ampliaron el
estudio hacia otras areas como la entrada a las practicas algebraicas (Grugeon, Barallobres,
Sessa) y ya en el ambito de la educacién superior la ensefianza del cilculo”. En nuestra
investigacién hemos querido explorar otras areas de la enseflanza media que son propicias
para la ensefianza de la fundamentacién asi como también identificar las especificidades
que este trabajo podria tener una vez definida el area de la matematica seleccionada. No ha
sido nuestra intencién estudiar la influencia del tema conceptual elegido en la ensefianza de
la fundamentacién sino de tener en cuenta este aspecto para elegir un tema sobre el cual
centrar la enseflanza. Como relataremos a lo largo de este trabajo esta eleccion fue realizada

junto con las docentes que participaron de este proyecto.

Los docentes por su parte toman esta y otras decisiones en el marco de una institucioén que
impone restricciones. Como apunta Roditi (2005) el docente debe satisfacer expectativas de
la institucién escolar que lo emplea y para ello llevara adelante ciertas practicas que, leidas

fuera de dicho contexto, podrian ser malinterpretadas. Nuestro estudio no ha tomado la

¥ Distintas investigaciones muestran que estudiantes tanto de la Escuela Media como de la Universidad
encuentran dificultad no solo en la produccién de la fundamentacion sino también en el reconocimiento de la
demostracién en el 4rea del Calculo (Galbraith, 1981; Fishbein and Kedem 1982; Vinner, 1983; Chazam 1993;
Moore, 1994; Raman, 2002)
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dimension institucional como una variable a considerar en el problema de la ensefianza de
: 2 30 : s s . . .

la fundamentacién™, no obstante, la dimensién institucional se ha hecho presente en

algunos momentos de la investigacion en situaciones en los que las docentes debfan tomar

decisiones que afectaban su quehacer cotidiano y las hemos interpretado bajo esa mirada.

En tal sentido queremos mencionar que la enseflanza de la demostracién y otras formas
del razonamiento matematico esta practicamente invisible en el disefio curricular en
Argentina. Ante esta ausencia, los modos en los que esta practica llega al aula estin
marcados predominantemente por los lineamientos institucionales’ y eventualmente la
propia concepciéon que cada docente tiene respecto de su valor y su importancia en su

proyecto de ensefianza.

En este sentido Hanna (2000) resefia para el caso de Estados Unidos durante la década
1990-2000 un cambio de rumbo en lo que refiere a la ensefianza de la demostracion a partir
de las disposiciones del National Council of Teachers of Mathematics de los afios 1989 y
2000, Creemos que el disefio curricular es un marco de referencia a tener presente en la
lectura de esta investigacion. Los docentes tienen muchas urgencias y demandas que se

asocian e inciden cuando toman decisiones respecto de su proyecto de enseflanza.

También Hersant y Glorian (2005:114) consideran al curriculum francés cuando investigan
las practicas docentes “The teacher is thus caught between two, possibly contradictory,
constraints: the constraints of the curriculum and the constraint of grounding his teaching
on the knowledge used by students in solving the proposed problems”.” Este tltimo
comentario de las autoras se basa en consideraciones previas que realizan en su
investigacion sobre la influencia que el constructivismo ha tenido durante mas de 20 afios
en la ensefanza francesa. Creemos importante considerar estos escenarios durante
cualquier estudio de la actividad de ensefianza para no caer en miradas locales que dan lugar

a sentencias peligrosas sobre aquello que ocurre en el aula desprovistas del contexto en el

que ellas ocurren.

30 En el sentido de analizar como repercute en la ensefianza de la fundamentacion el marco institucional.

*! Adin cuando la gran mayoria de los textos escolares del polimodal le dan un lugar a su tratamiento

32 Hacia 1989 el concepto de prueba habia desaparecido del curticulum incluso en el area de la geometria
donde tenfa su mas importante presencia y sentido. Se proponia a cambio un mayor énfasis en la motivaciéon
y en el “argumento heuristico”. En el texto del 2000 se enmendaba esta situacion proponiendo practicas de
reconocimiento de razonamiento y demostracion en todos los niveles de la ensefianza.

33 “Bl docente esta de este modo sujeto a dos posiblemente contradictorias restricciones: las restricciones que
impone el curriculum y la de sostener su enseflanza en el conocimiento utilizado por sus alumnos durante la
resolucién de los problemas propuestos”.
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3. MARCO TEORICO

En matematica, el “por qué” no se puede aprender
unicamente por referencia a la autoridad del adulto.
Guy Brousseau, 1997

En este capitulo desarrollaremos los conceptos tedricos centrales para el estudio de la
Fundamentacién y su emergencia en la clase de matematica. Con tal proposito
comenzaremos desplegando un conjunto de nociones provenientes de la Teorfa de
Situaciones, la que representa para nosotros un importante marco de referencia por cuanto
a partir de ella sostenemos nuestra propia vision acerca de como se aprende matematica y
qué procesos de enseflanza concebimos como funcionales para tal fin. A continuacién
realizaremos una presentaciéon de nociones relacionadas con el razonamiento matematico
con el propésito de recorrer la complejidad de la tematica, encontrar puntos de apoyo para
nuestra propia conceptuaclizacion, sefialar qué aspectos retomamos de cada una de ellas y
cuales abandonamos. A continuadcion expondremos la nocion de Fundamentaciéon que
hemos ideado, sus caracteristicas principales y ejemplos que ayudan a su presentacion.
Finalmente consideraremos, como elementos conceptuales, las condiciones didacticas que

entendemos son necesarios para analizar esta cuestion.

3.1 GENERALIDADES

3.1.1 Principales Conceptos De La Teoria De Situaciones

En esta investigacion y para estudiar el problema que nos ocupa tomamos como marco
principal la Teorfa de Situaciones (TS). Desarrollada por Guy Brousseau a partir de los 70,
la TS surge como una teoria singular en el campo de la Didactica de la Matematica, la que
tiene por objeto, en términos del mismo autor, estudiar la comunicacién del conocimiento

matematico.

Queremos precisar un conjunto de nociones basicas que compartimos y que, en tanto

concepciones sobre cuestiones fundamentales marcaran la impronta de esta investigacion.
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En tal sentido comenzamos citando al propio Brousseau para ubicar nuestra posicién con

respecto a la enseflanza y al aprendizaje:

“En la didactica moderna la ensefianza es la devolucion al alumno de una
situacion a-didactica correcta34. el aprendizaje es la adaptacion del alumno
a esa situacién”. (Brousseau,1997: 31)

Siguiendo a Brousseau el conocimiento existe en la clase en funciéon de las condiciones
creadas por la situacion. Esta expresion, la situacion, alude a un modo de implementar la
ensefianza en la clase. En una situacion un alumno se encuentra frente a un problema que
debe resolver. En términos mas rigurosos Brousseau plantea que una situacién es un
modelo de interaccién de un sujeto con cierto medio, denominado milieu, que determina a
un conocimiento dado como el recurso del que dispone el sujeto para alcanzar o conservar
en este medio un estado favorable.
La construccién del modelo “situaciéon” comporta la bisqueda de condiciones que
permitirfan dar lugar a la emergencia de cierto conjunto de conocimientos como medio de
resolucién de la problematica que se enfrenta™. En este modelo una situacion de clase debe
cumplir las siguientes condiciones:

Primera: que permita entregar a los alumnos la responsabilidad de resolver el

problema y de decidir si su solucién es correcta (devolucion del problema)

Segunda: ¢l problema debe ser tal que el conocimiento sutja (en la concepcién

del alumno) como la solucién Sptima. (Brousseau, 1997: 30)

“La busqueda y la invencién de situaciones caracteristicas de los diversos conocimientos
matematicos enseflados en la escuela, el estudio y la clasificacién de sus variantes, la

determinaciéon de sus efectos sobre las concepciones de los alumnos, la segmentaciéon de las

** Brousseau considera que una situacion a-didactica serd “correcta” para la ensefianza en la medida que los
alumnos la acepten y que, a su vez, ella provoque que los estudiantes actiien, hablen, piensen y evolucionen
por su propia motivacion.

Ademas la propuesta de un modelo como el de las situaciones que pretende comprender la
enseflanza ha mostrado ser un poderoso medio de intercambio entre docentes e investigadores
facilitando la mejora y la regulaciéon de la ensefianza de las matematicas. En este sentido sefiala
Brousseau (1999: 6) “La descripcién sistematica de las situaciones didacticas es un medio mas
directo para discutir con los maestros acerca de lo que hacen o podrian hacer, y para considerar
cémo éstos podtian practicamente tomar en cuenta los resultados de las investigaciones en otros
campos. La teorfa de las situaciones aparece entonces como un medio privilegiado, no solamente
para comprender lo que hacen los profesores y los alumnos, sino también para producir problemas
o ejercicios adaptados a los saberes y a los alumnos y para producir finalmente un medio de
comunicacién entre los investigadores y con los profesores”.
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nociones y su organizacioén en procesos de aprendizaje largos, constituyen la materia de la
didactica de las matematicas y el terreno al cual la teorfa de las situaciones provee de
conceptos y de métodos de estudio”. Con tal propésito la TS desarrolla “un conjunto de
nociones que permitan vincular las condiciones en las que emergen y se ensefan las
nociones matematicas basicas con la  expresion de dichas nociones en la cultura

matematica clasica”. (Brousseau, 2000: 12)

La TS postula (y esto puede tomarse como axioma, o supuesto de la teoria) que para cada
conocimiento existe una situaciéon asociada que lo caracteriza. Esta situaciéon recibe el

nombre de situaciéon fundamental.

En cada situacion el actor (que suele ser el propio alumno) se encuentra frente a un
medio-milieu con el que efectuara algin tipo de interaccién.

La TS concibe tres tipos de interacciones posibles con el medio-milieu:

.- el tipo accioén que consiste en fijar un estado del medio. Se espera una puesta en acto del
conocimiento aunque la situaciéon no exige que se lo explicite. A través de la accién el
alumno pondra en acto un conjunto de conocimientos sin necesidad de explicitarlos.

.- el tipo comunicacién que consiste en modificar los conocimientos de otro actor por
medio de mensajes portadores de informaciones.

.- el tipo prueba que tiende a la justificaciéon o validacién cultural de los actos o

declaraciones.

Los tres tipos de situaciones vistos como un todo seflalan un devenir del trabajo
matematico en clase donde el alumno actta sobre un medio-milieu y por lo tanto utiliza sus
conocimientos (teoremas en acto), formula enunciados a partir de las situaciones de
comunicacién y realiza una actividad de reflexiéon sobre el conocimiento producido. Una
actividad de ensefanza as{ formulada posibilita para Brousseau (2000: 14) “el
establecimiento y la observacion del transito de situaciones de argumentacion a situaciones
de prueba. Sin esta clasificacién la iniciacién a estas practicas no setia facil de poner en

marcha”. Este aspecto es el que nos interesa en nuestra investigacion.

Las interacciones entre alumno y medio-milieu generaran otras entre docente y alumno que
se interpretan por medio de la nociéon de contrato didactico. El contrato condensa las

expectativas que cada uno, docente y alumno, tiene respecto del otro en la relacién
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didactica. Asf Sadovsky entiende al contrato didactico como “un juego sutil, muchas veces
dificil de atrapar, en el que a raiz del trabajo en clase con respecto a cierto objeto
matematico se negocian significados, se transmiten expectativas mutuas, se sugieren o se
infieren modos de hacer, se comunican o se interpreten (explicita o implicitamente) normas
matematicas” (Sadovsky, 2005: 38). El contrato reune las pautas de trabajo:
responsabilidades respectivas, definicién de actividades y asignacién de tiempos para ellas,

permisos y prohibiciones.

En cada uno de los tipos de interacciones recién mencionados se aloja un trabajo de
validacion que le permite al alumno controlar su trabajo. No obstante, el dltimo tipo de
interaccién requiere centralmente un trabajo de tales caracteristicas pues es alli donde se
espera (del alumno) la produccién de argumentos a fin de justificar las proposiciones por ¢él
sostenidas.

Es ésta, una vez mas, una de las razones por la cual elegimos esta teorfa como marco
tedrico central para la investigaciéon. No menos importante es el hecho de que para esta
teorfa el alumno es concebido™ en una posicién de trabajo auténomo pues la teorfa
modeliza al alumno como un ser “racional, social, autbnomo y responsable, capaz de
comprender como se establece y se comparte una verdad en una sociedad” (Brousseau,
1999).

Esta referencia a la construccién de la autonomia por parte del alumno se puede reconocer
en muchas conceptualizaciones de la TS, siendo una de ellas la configuracién de situaciones
didécticas y adidacticas. Tal y como explicita el mismo Brousseau, la idea de ambos tipos de
situaciones ha ido evolucionando con los aportes de diferentes investigadores desde su
propuesta inicial”’. En las situaciones adidacticas el docente entrega (devolucién) un
problema o conjunto de problemas para su resolucién. “Entre el momento en el que el
alumno acepta el problema como si fuera propio y aquel en el que él produce una respuesta
el docente se rehusa a intervenir sugiriendo el conocimiento que quiere ver aparecer’
(Brousseau, 1997: 30). Esto no significa que el docente se aparte de la escena en la que el
alumno interactia con su medio sino que su presencia y su accionar no obstruyen la
produccién del conocimiento por parte del alumno™. Es en este sentido que mencionamos

la autonomia del alumno.

%% El hecho de concebir al alumno en posicién de autonomia pone en el centro de atencién condiciones para
la conquista de tal posicién que no son las que usualmente se le asignan en la cultura escolar.

37 Asi, en un comienzo la didacticidad o adidacticidad se asociaba a la presencia o ausencia del docente.

38 “La situacion adidactica funciona idealmente con casi ningin aporte del docente” (Hersant y Glotian, 2005:
116)
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La modelizacién de la TS considera que el alumno esta anoticiado de la voluntad docente
de que él adquiera un conocimiento o lo produzca o lo construya en esta instancia. Es por
eso que en una situacidon adidactica hay un propésito didactico: la construccidén de un
conocimiento.

El escenario mas amplio que retne la o las situaciones adidacticas elegidas por el docente,
la devolucién, las comunicaciones que docente y alumnos intercambian con informacién,
preguntas, sugerencias, comentarios es o que se denomina la situacion didactica. De este
modo la situaciéon didactica es concebida como el “entorno del alumno que incluye todo lo
que coopera especificamente en la componente matematica de su formaciéon” (Brousseau,

2007: 48)

El estudio de un problema de ensefianza en el marco de la TS comienza entonces con el
analisis de las situaciones de ensefianza cuya implementacién en clase serd puesta en
consideracién (“analisis a priori”). En este analisis se procura identificar los conocimientos
que emergen como producto de la interaccién entre el alumno y la situacién. En una
situacion se reconocen las variables didacticas (que puede ser el tamafo de un nimero en
una situacion de conteo o el grado de un polinomio en una situaciéon de la ensefianza del
algebra). La variable didictica tiene la particularidad de que a partir del valor que asuma
puede promover o no la apariciéon del conocimiento que se pretende ensefiar mediante
dicha situacion.

Al analizar una situacién didactica se generan otras que devienen en variaciones de la
primera con lo cual se genera una familia de situaciones didacticas. Se reconoce como

situacion fundamental a la generadora de toda la familia.

Se desprende del estudio de diversas “situaciones clasicas” elaboradas por investigadores en
el marco de la TS una posible modalidad de trabajo en la cual el docente necesita haber
anticipado a través del andlisis didactico las posibles reacciones de los alumnos frente a una
propuesta (que podria ser una situacién) y por lo tanto conocerlas y comprenderlas en
términos de los conocimientos que suponen. Como contrapartida podria pensarse que la
teorfa pareciera alojar cierto determinismo al controlar (siempre dentro de un abanico o
conjunto de alternativas) las reacciones del estudiante. Creemos que al abrir el juego a la

produccién del alumno es posible que sus elaboraciones excedan aquello que el docente
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pueda anticipar. Habrid siempre un espacio de incertidumbre como resultado de la
convocatoria a que el alumno se implique con autonomia intelectual. Sera ésta una de las

interpelaciones que este trabajo hara sobre la teorfa a lo largo de la investigacion.

Es uno de los objetivos de la TS que lo que se ensefia esté cargado de significado y tenga,

por lo tanto, sentido para el alumno (Charnay, 1994). En términos de Brousseau (1997)

“El sentido de un conocimiento se define no s6lo por la coleccion de
situaciones donde este conocimiento es realizado como teoria
matematica, no s6lo por la colecciéon de situaciones donde el sujeto lo
ha encontrado como medio de solucién, sino también por el conjunto
de concepciones que rechaza, de errores que evita, de economias que
procura, de formulaciones que retoma, etc.”

Desde la perspectiva de enseflanza la construccién del sentido de un conocimiento se
produce en la medida en que las situaciones presentadas por los docentes aborden distintos
aspectos de los objetos de ensefianza. Desde la perspectiva del aprendizaje se espera que el
sentido que los conceptos tienen para los alumnos pueda evolucionar.

Si bien las diversas situaciones pondran al alumno frente a distintos sentidos de los
conceptos, Vergnaurd (1981) aclara que el sentido no se encuentra en las situaciones
mismas sino que “el sentido es una relacién del sujeto con las situaciones y los significantes.
Mas precisamente son los esquemas evocados en el sujeto (por una relacién o por un
significante) los que constituyen el sentido de esta situacién o este significante para el
individuo”.

De este modo esta tesis ubicandose en la problemdtica de la enseflanza de la
fundamentacién se propone abordar los sentidos que los docentes puedan comunicar a sus
alumnos en referencia a la produccién de fundamentaciones en clase, muchos de los cuales
seran compartidos con la demostracién y la prueba de Balacheff, tales como los de explicar,

comprender y validar en tanto que otros —probablemente- emerjan del proceso de estudio.
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3.2 LOS RAZONAMIENTOS EN LA PRODUCCION
DE CONOCIMIENTOS EN MATEMATICA

En esta seccioén realizaremos un recorrido por aquellas nociones que la investigacion en
didactica ha desarrollado y estudiado intentando capturar el momento de producciéon de
ideas en la matematica. Este itinerario dard cuenta de lo complejo de aprehender esta
actividad y, en consecuencia, las dificultades para su enseflanza. Se hara evidente la
necesidad de tomar decisiones sobre los conceptos que enmarcarin esta investigacion,
pues los investigadores que han contribuido al estudio de las formas de razonamiento
matematico (y en esta circunstancia nos referimos a los estudios de perspectiva
epistemolodgica tomados como referencia) plantean un conjunto de posiciones no siempre

cercanas.

Tenemos el proposito de presentar estas ideas y, analisis mediante, formular los conceptos
que utilizaremos en nuestro trabajo y nuestra propia perspectiva. Esperamos que en el
recorrido, el analisis y la discusion con los autores resulte un aporte sustantivo de esta tesis
a la comprensiéon de la problematica de la ensefianza de las formas del razonamiento
matematico.

Nos impulsan dos preguntas ¢qué significa razonar matematicamenter squé formas de
razonamiento son aquellas cuya enseflanza podria contribuir de manera sustantiva a la
formacion matematica en la escuela media?

Se presenta en esta situacién un universo de palabras y conceptos a desarrollar.
Presentarlos nos parece necesario para discutir sobre su enseflanza. Procesos tales como
explicar, razonar, argumentar, justificar, validar, inferir, fundamentar, probar,
demostrar y sus correspondientes productos: explicaciones, razonamientos,
argumentaciones, justificaciones, validaciones, inferencias, fundamentaciones,
pruebas y demostraciones representan un vasto conjunto de expresiones utilizadas en la
investigacién sobre la produccién de conocimiento en matematica. Sin apelar a ningun
adjetivo (pruebas pragmaticas o intelectuales, por solo dar un ejemplo) tenemos ya un
importante espectro de actividades (y sus correspondientes productos) sobre las que se
habla en la educacién matematica. Como sostiene Balacheff (2008) todas estas expresiones
habitan las investigaciones en didactica sin que se pueda hablar de un diccionario de

conceptos compartidos (amén de las dificultades ocasionadas por traducciones a otros
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idiomas y sentidos distintos de estos términos en cada lengua, sentidos que no podemos

obviar).

Boero (1999) ubica algunas de estas acciones en el contexto de la actividad del matematico,
y en tal sentido sefala que es inherente al oficio del matematico la exploracién de ideas y la
produccién de argumentos, ejemplos, contracjemplos, en momentos de iniciacién de una
demostracién™. Si bien en general no quedan huellas precisas de toda esta actividad, estos
recursos son utilizados en la enseflanza de la matematica pues se los entiende como parte

de la génesis en la construccion del conocimiento.

En el inicio de la actividad recién descripta, tanto los alumnos como los matematicos de
oficio producen argumentos sobre sus posicionamientos, siendo éstas explicaciones en un
lenguaje informal. Es por esto que comenzamos abordando la actividad de la
argumentaciéon en matematica a la que denominaremos (para distinguir de otras)

razonamiento argumentativo .
3.2.1 Razonamientos Argumentativos40

Existen diferentes conceptualizaciones de lo que es la argumentacién o razonamiento
argumentativo. Dependiendo en cudl nos situemos Hanna y de Villiers(2008) sefialan que

se siguen dos posiciones distintas e importantes que inciden en nuestro trabajo de

* En la misma direccién Brousseau apunta a la diferenciacién entre el razonamiento matematico y su
producto cultural “la demostraciéon” de las formas en las que se construyen “las verdades” en el campo de la
matematica: “Muchos profesores de matematicas tienen tendencia en deducir de ello (en referencia a la
presentacién axiomatica del conocimiento) que, puesto que los razonamientos matematicos son los unicos
medios de establecer publicamente la verdad de un enunciado matematico, estos razonamientos han de
describir necesariamente, a su vez (o utilizarse como modelo patra describir), el pensamiento que construye
correctamente éstas (en referencia a las verdades), y por lo tanto que describan el pensamiento de las
matematicas y de los alumnos” Brousseau (2004).

* En lo que sigue desarrollaremos dos formas de razonamientos. En ambos casos adoptamos la
conceptualizacién de razonamiento que también adopta Brousseau y que proviene de Oléron (citado en
Brousseau y Gibel, 2005: 15) “Un razonamiento es un conjunto ordenado de declaraciones que se encuentran
relacionadas, combinadas u opuestas en funcién de algin propésito y respetando ciertas restricciones que se
pueden explicitar”. En consonancia con esta conceptualizacién encontramos en Klimovsky (1994: 85). “Un
razonamiento es todo encadenamiento de enunciados y proposiciones”. En cambio Panizza (2005:19) ofrece
la siguiente conceptualizacion: “razonar es un proceso por el cual uno parte de cosas conocidas para obtener
algo que no conocfa”. En este caso Panizza privilegia la intencién de producir conocimiento a través del
razonamiento. Klimovsky avanza en su definicién reconociendo que todos los enunciados de un
razonamiento, salvo el ultimo, tienen la calidad de conocimiento “ya obtenido o al menos aceptable” y las
denomina premisas en tanto la conclusién “surge como conocimiento nuevo”.  Observando estas
coincidencias preferimos utilizar la definiciéon de Brousseau que explicita el modo en el que se encadenan los
enunciados o declaraciones. Recuperamos asi algunas organizaciones que aun cuando no necesariamente
generan un nuevo conocimiento, si, en cambio, nos permiten llegar por otra via a un conocimiento ya
existente mostrando nuevas conexiones.
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investigacién: a) la argumentacién funciona como un obstaculo epistemoldgico para la
enseflanza de la demostracién b) la ensefianza de la argumentacién puede ser una forma de
iniciar la ensefianza de la demostracion®'.

Comenzaremos realizando un esbozo de la propuesta de Duval cuyo enfoque corresponde
al que describimos en a) y luego tomaremos el trabajo de Pedemonte y el grupo de Boero
para analizar los elementos que representan al grupo b). Por razones que luego

expondremos necesitamos contemplar ambos enfoques.

Duval(1990) estudia la problematica de la enseflanza de la argumentacién y la demostracién
desde una perspectiva cognitiva y lingiifstica buscando encontrar formas de razonamiento
cuya enseflanza contribuyan a la enseflanza y comprensiéon de la demostracién en la
escuela. Dado que la demostracién se apoya en razonamientos deductivos el autor centra su

analisis entre ambos tipos de razonamientos: argumentativos y deductivos.

Duval considera que la perspectiva de la légica es insuficiente para comprender el discurso
argumentativo. La légica distingue en un razonamiento a las unidades de sentido o
proposiciones de las funciones de verdad o relaciones que se establecen entre las unidades.
Estos elementos son, para este autor, insuficientes para comprender el razonamiento ya
que, como ¢l mismo menciona: “Decir que un razonamiento depende sélo de su forma,
vuelve pues de hecho a decir que las proposiciones mismas no son tomadas en
consideracion: las nombramos solamente como soporte para los valores de la verdad. Esta
aproximacion légica es insuficiente para un analisis de los procesos cognitivos del
razonamiento”. Segun Duval el razonamiento argumentativo tiene una complejidad que no
podtia ser capturada por estos conceptos v si se lo intentara, su descripcioén se reduciria al
mero hecho de sancionar que la argumentacién detenta una légica no formal mientras la

demostracién ostenta una logica formal.

Duval incorpora un tercer elemento a visualizar en los razonamientos: el valor epistémico
- que indica el valor de creencia o de opinién que tiene el locutor de un enunciado respecto
del mismo - y propone analizar cémo se modifica dicho valor tanto en un razonamiento
argumentativo como en uno deductivo (dejando de lado a la demostracién). El valor
epistémico estara relacionado con la comprension de la proposicién en juego asi como

también con los conocimientos del estudiante. De este modo creemos que con este

41 §i bien los autores estan centrados en la demostracion, el desarrollo que realizan nos permite pensar en las
demostraciones como razonamientos deductivos.
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concepto Duval incorpora la subjetividad del sujeto que elabora o que analiza un
razonamiento y que este elemento es de importancia para pensar el problema de su

ensefanza.

Otro aporte de Duval (para este mismo objetivo de estudiar el razonamiento argumentativo
y también el deductivo) es el reemplazo de la funcién de verdad utilizada por la légica por
el “paso de razonamiento”, entendiendo por tal el pasaje de una o mas proposiciones
hacia una nueva proposicion, tanto en razonamientos argumentativos como deductivos. Es
decir que los pasos de razonamiento ocurren durante el desarrollo de un razonamiento.
Este concepto es, en términos de Duval superador del que provee la légica, denominado

funcion de verdad.

Entendemos que el paso de razonamiento es en realidad una ampliacién de la funcién de
verdad, que permite ver otras formas de conexién entre las proposiciones o unidades de

sentido y asf extender este analisis estructural al razonamiento argumentativo.

Duval realiza dos distinciones. En un caso observa el numero de premisas involucradas
(una o, dos o mas). Por otro lado observa en qué se apoya el pasaje de una premisa a otra
afirmacion. Esta consideracion tiene dos alternativas:

a) que el pasaje se realice en funcién del contenido de la premisa

b) que el pasaje se realice en funcién de la aplicaciéon de una regla de inferencia.

Presentamos los cuatro tipos de pasos de razonamientos asi definidos por Duval junto con

. . 42
los ejemplos que el autor considera™.

Tipo (1): pasaje en funcién del contenido de una premisa. Es lo que se entiende como
inferencia inmediata. (“Alberto es viudo.” Por lo tanto “Alberto estuvo casado”. O
también: “Celina habla dos lenguas: inglés y francés” entonces “Celina habla”).

Tipo (2): pasaje en funcién de la aplicacién de una regla de inferencia sobre una premisa.
Es la conversion légica de una proposicién, por ejemplo por contraposicion. (“Si un
numero es multiplo de cuatro entonces es multiplo de dos” por lo tanto si un nimero no es

multiplo de dos entonces no es multiplo de cuatro”)

42 Como los ejemplos del autor son genéricos, agregamos en cada caso un ejemplo puntual de nuestra
produccién interpretando las especificaciones que aporta el investigador.
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Tipo (3): pasaje en funcién del contenido de dos o mas premisas. Es el caso del silogismo
clasico o aristotélico. (“Todos los hombres son mortales, Socrates es un hombre, Socrates
es mortal”).

Tipo (4): pasaje en funcién de la aplicacién de una regla de inferencia sobre dos o mas
premisas. Es el paso de deduccién. (Si un numero es multiplo de dos y de tres es maltiplo
de 6. Las premisas serfan “x es multiplo de 2”7 y “x es multiplo de 37, la regla de inferencia
“si un primo divide a un producto de dos nimeros entonces divide a alguno de los dos

factores” y finalmente la conclusién “x es multiplo de 6”*).

Luego de esta tipologfa, la propuesta de Duval se completa con el estudio de los tipos de
sucesion de pasos que aparecen en un razonamiento. Estos tipos de sucesion de pasos son
las formas de enlace de los distintos pasos de razonamientos. Surge una nueva clasificacion
(esta vez de razonamientos) que ofrece la oportunidad de comparar el razonamiento

argumentativo con el deductivo.

As{ el autor presenta dos tipos de sucesiéon de pasos. El primer tipo refiere a pasos
explicitamente “enlazados”. Esto ocurre cuando cada nuevo paso tiene entre sus premisas
la conclusiéon del paso anterior. En el segundo tipo los pasos son “extrinsecamente”
conectados. En este caso no hay un reciclaje de la conclusién anterior y se utilizan

conectores tales como “pues” o “pero” entre otros.

A partir de estos conceptos los razonamientos argumentativos quedan caracterizados pot
tipos de pasos (1) y (3) y por enlaces extrinsecos (mientras que los razonamientos
deductivos se caracterizan por tipos de pasos (2) y (4) y por sucesiones de pasos del tipo 1,

esto es, explicitamente enlazados).

De esta forma, un elemento que permite distinguir ambos discursos - argumentativo y
deductivo — consiste en términos de Duval en el estatuto del conocimiento puesto en

juego. En tanto en los razonamientos argumentativos el conocimiento es reconocido por

43 Exponemos el razonamiento en forma completa para un mejor comprension. “x es multiplo de 2”
= x=2-k . Del mismo modo “x es multiplo de 3” => X =3 m . De ambas expresiones de deduce que
=2-k=3-m= “2divide a 3-m”. Aplicando la regla de inferencia se arriba a “2 divide a m”
=>m=2- ] =>x=3-2- J . Finalmente alcanzamos la conclusiéon “ X es multiplo de 6”.
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su contenido, en los razonamientos deductivos el conocimiento puede tener distintos

estatutos: hipétesis, regla de aplicaciéon o conclusion.

Finalmente, Duval concluye que el razonamiento argumentativo - elaborado por los
alumnos con mayor facilidad - es un objeto menos controlable por el docente que el
razonamiento deductivo. Los conceptos elaborados para este estudio - tipo de pasos de
razonamiento y estatuto del conocimiento — son indicadores para el autor de una ruptura

cognitiva entre el razonamiento argumentativo y el deductivo.

No obstante sugiere que “pueden proponerse tareas, que ayudan a los alumnos a tomar
conciencia de la diferencia entre argumentacion y deduccién” y en tal sentido “la
comparacion entre las representaciones de la organizaciéon argumentativa y su
reorganizacion deductiva permite medir la distancia que separa estos dos métodos de

razonamiento”.

Notamos que los ejemplos de razonamientos argumentativos utilizados por Duval(1990)
para mostrar esta distancia estan fuera del ambito de la matematica. Entendemos que la
argumentacion puesta en juego en el ambito de la matematica tiene especificidades del
campo que la distinguen de una argumentacion en el discurso del lenguaje comun. Mas aun,
entendemos y sostenemos que las explicaciones en general, los razonamientos y discursos
estan dotados de elementos relacionados con el campo de conocimiento en el que surgen,

enmarcados y condicionados por el tipo de conocimiento puesto en juego.

Compartiendo esta necesidad de considerar el campo donde se producen las
argumentaciones y centrados en la ensefianza de la geometrfa, Boero y su grupo de
investigacién de Génova, mantienen una perspectiva distinta sobre la posible continuidad o
ruptura entre los razonamientos argumentativos y deductivos. Desde la perspectiva de
Boero y su grupo la actividad de argumentacion puede evolucionar hacia el razonamiento

deductivo.

Pedemonte (2005: 320), quien pertenece a este grupo de trabajo, realiza un estudio sobre
relaciones posibles entre razonamientos argumentativos y deductivos* tomando un tipo

especial de argumentaciones: aquellas que contribuyen a formular y justificar conjeturas en

44 Hemos incluido sus conclusiones en el Estado del Arte.
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el area de la geometria en la escuela media. Pedemonte sostiene que argumentaciones,
demostraciones y su eventual relacion-distincion pueden estudiarse desde dos aspectos: el
contenido y la estructura. Para ello toma del grupo de Boero la nocién de unidad
cognitiva cuya conceptualizacién puede resumirse del siguiente modo: “Durante la
produccién de una conjetura el estudiante progresivamente produce su enunciado a través
de una intensa actividad argumentativa que se entremezcla con la justificacién de la
verosimilitud de sus elecciones. Durante el proceso siguiente de demostraciéon del
enunciado, el estudiante organiza algunos de los argumentos producidos previamente de
acuerdo con una cadena logica” (Boero, Garuti, Mariotti, 1996)

Interpretamos a partir de este enunciado que es la permanencia de las explicaciones que
emergieron en el razonamiento argumentativo en el ahora razonamiento deductivo o
demostraciéon lo que refleja la existencia de una unidad cognitiva.

Creemos que esta conceptualizacién es insuficiente para abordar el conjunto de
producciones de los alumnos®. Mas atn, en su estudio sobre el rol de la argumentacién en
actividades matematicas, Boero (1999) propone distinguir seis fases en las cuales vemos una
clara metamorfosis de las ideas iniciales que se producen durante una produccién de una
demostracion:

1.- produccién de una conjetura (que incluye: exploracién de la situacién problematica,
identificacién de regularidades y de condiciones para que tales regularidades tomen lugar,
identificacion de argumentos de factibilidad para la producciéon de la conjetura).

2.- formulacién de un enunciado

3.- exploracién del contenido de la conjetura (limites y validez)

4.- selecciéon de un encadenamiento de argumentos coherentes y tedricos en una cadena
deductiva

5.- organizacién de tal encadenamiento de forma que resulte aceptable de acuerdo con los
estandares matematicos (producciéon del texto de publicacién)

6.- produccién de una demostracion formal

Este ultimo punto hace referencia al proceso de escritura que debe realizar el matematico

para que su demostracién sea recibida por la comunidad. Esto involucra la discusiéon e

4 De hecho, las producciones con las que nos hemos encontrado en nuestra investigacién nos abtieron a un
conjunto de preguntas con respecto a la unidad cognitiva: ges necesario que permanezcan todas las
explicaciones esbozadas para que se considera la unidad cognitiva? ¢podria eventualmente cambiar la forma o
aspecto de estas explicaciones? ¢se mantendria la nocién de unidad cognitiva ante la presencia de
explicaciones superadoras de las primeras pero evidentemente apoyadas en ellas? ¢la pérdida de alguna de
ellas serfa motivo para desestimar la unidad? ¢La presencia de nuevas también?
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identificacién de los limites de aquello que debe ser explicado o no en la comunidad
matematica. Entendemos que este punto puede quedar fuera del interés de nuestra
investigacion.

No obstante vemos - a partir de las fases explicitadas - una operacion de transformacion
de las ideas iniciales en juego que podria contraponerse con la propia conceptualizacién
que estos autores hacen de unidad cognitiva. Desde nuestra perspectiva estamos
convencidos que en algunas argumentaciones se puede apreciar la permanencia de algunas
explicaciones e ideas o conceptos o teotia lo que datrfa cuenta en nuestra opinién de una

continuidad conceptual entre razonamientos argumentativos y deductivos.

Pedemonte da una mayor precisién a esta conceptualizaciéon de unidad cognitiva en su
investigacién sobre produccion de conjeturas, argumentaciones y pruebas que elaboran los
alumnos a los que se les propone un problema abierto de geometria.

Establece que durante la argumentacién — la que ocurre durante la produccién de una
conjetura — los alumnos utilizan ciertas concepciones, nociones y representaciones que la
investigadora define como sisterna de referencia (Pedemonte, 2005: 319) abarcando tanto a los
sistemas de representacion (lenguaje y heuristica sobre el disefio) asi como también a los
sistemas de conocimiento (concepciones en términos de Ballacheff y marco en término de
Douady). Con estas precisiones la investigadora redefine la conceptualizacién de Boero en
estos términos: “Par exemple, il y a unité cognitive si la conjecture et la démonstration son
construites dans le méme cadre et si on peut retrouver pendant la construction de la

’ . . .- . 46
démonstration des mots, des expressions, des phrases utilices pendant argumentation.”™

Esta conceptualizacién sobre unidad cognitiva le permite a Pedemonte hallar una
continuidad cognitiva entre argumentaciones y demostraciones alejandose de los resultados
de Duval. Nos interesa mencionar aqui que la concepciéon de argumentacién que tanto
Pedemonte como Boero sostienen no se contrapone necesariamente con la que utiliza
Duval, siendo para ellos una argumentacién: “tanto el proceso de producir un discurso
légicamente conectado (pero no necesariamente deductivo) sobre un tema, (definido en el
diccionario Webster como “el acto de formar razones, construir inducciones, extraer
conclusiones y aplicarlas al caso en discusiéon”) asf como también al texto producido por tal

proceso (Boero, 2002: 268)

46 . . . .. . . ., , . .

“Por ejemplo, existe unidad cognitiva si la conjetura y la demostracién estan construidas en el mismo
matco y si se puede encontrar durante la construccién de la demostracion las palabras, expresiones y fraces
utilizadas durante la argumentacién.” (ibid.)
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Bajo esta concepcién de argumentaciones — que nosotros estamos denominando
razonamientos argumentativos — Pedemonte distingue tres clases: las argumentaciones
deductivas, las abductivas y las inductivas, utilizando para ello el modelo de Toulmin.
Mediante este modelo se analiza el discurso a partir de una terna inicial que se compone de
los hechos (Data), , la proclama (the Claim) y la garantia (the Warrant). De este modo
Toulmin (1958: 99) sostiene: “We now have the terms we need to compose the first
skeleton of a pattern for analysing arguments. We may symbolise the relation between the
data and the claim in support of which they are produced by an arrow, and indicate the
authority for taking the step from to the other by writing the warrant immediately below

47
the arrow.”

D p entonces

C

desde

Si bien a esta estructura se le agregan luego otros tres elementos, no deja de ser una
estructura ternaria. Creemos que el uso de este modelo tiene implicitos algunos supuestos
que le permiten a Pedemonte analizar las argumentaciones bajo este modelo ternario,
siendo esta estructura ternaria comparable a la que se encuentra luego en los razonamientos

deductivos y es ampliamente aceptada por todos los investigadores.

Existen otros modelos tomados por otros autores para analizar los razonamientos
argumentativos tales como el de Perelman y el de Ducrot. Estos, junto con el de Toulmin,
comparten su origen en el campo de la teorfa linglistica y se aplican por lo tanto a

argumentaciones dentro y fuera del campo de la logica.

Retornando al analisis de Duval, el autor consigue atrapar un tipo de razonamiento no
deductivo - el argumentativo - sosteniendo que el enfoque y los elementos de la l6gica no
son adecuados en virtud de que este marco tedrico estd destinado a mirar el llamado

razonamiento formal.

47 o . : . .
“Ahora tenemos los términos que necesitamos para construir el primer esqueleto del modelo para analizar

argumentos. Podemos simbolizar la relacién entre el enunciado y la data que se produce para datle sostén por

una flecha, e indicar la autoridad para dar el paso escribiendo la garantia inmediatamente debajo de la flecha.
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Sin embargo Panizza realiza un recorrido por distintos tipos de razonamientos, desde la
perspectiva de la légica, describiendo —en sintonfa con Duval- los razonamientos
deductivos y ampliando la desctipcidén a algunos tipos de razonamientos que la autora
denomina no deductivos — abducciones, analogias e inducciones- destacando la forma de
estos modos de razonar. Acordamos con Panizza en la necesidad de contemplar unos y
otros para un proyecto de enseflanza y en el lugar importantisimo que tendran los procesos

de validacién*® —principalmente para el grupo de razonamientos no deductivos.

Consideramos que los aportes de Duval, Balacheff por un lado quienes encuentran una
ruptura cognitiva entre el razonamiento argumentativo y el deductivo y Boero, Pedemonte
y otros que sostienen una continuidad (utilizando para su analisis los modelos de Toulmin,
Perelman y Ducrot) dan cuenta del estado incipiente de los conocimientos de los que

dispone la didactica para el estudio de la ensefanza de estas formas de razonamiento.

Queremos precisar que no es el objetivo de esta investigacion avanzar en el estudio de la
argumentaciéon matematica ya sea como proceso o producto pero entendemos que este
analisis contribuye a sostener nuestra propuesta de la fundamentacién para su estudio en la

escuela.

3.2.2 Razonamientos Deductivos

Duval, Panizza y otros reconocen en los razonamientos deductivos una estructura ternaria.
Donde se distinguen tres estatutos operatorios para las proposiciones utilizadas:

a) las premisas o proposiciones de entrada, (también hipétesis)

b) las reglas de inferencia: formadas por proposiciones, teoremas, principios, etc.

c) Las conclusiones o proposiciones de salida, (también tesis)

Observando esta estructura una misma proposiciéon puede ocupar en diferentes
razonamientos distintos estatutos operatorios.
Disentimos con la idea que sostiene Duval (1991, 2002) de que en estas estructuras

ternarias el contenido sea irrelevante y solo sea importante el estatuto operatorio de las

48 o - .
Entendemos que los procesos de validaciéon contemplan la produccién de explicaciones que dan cuenta de
la veracidad de conjeturas y afirmaciones.
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proposiciones, al menos desde un punto de vista didactico. Disentimos también con el
autor ya que los ejemplos que daremos también pueden presentarse en la forma de
silogismos los cuales - nosotros entendemos - son razonamientos deductivos®”. Pero de
ambos disensos generamos un acuerdo con el autor ya que con ellos pretendemos mostrar
que desde un punto de vista didactico no solo es relevante la estructura de estos

razonamiento sino también su contenido. Presentamos los ejemplos:

Tipo [1] de razonamiento:
(Premisa) “La funcién f(x) = x”es par”.
(Regla de inferencia) “Las funciones pares tienen graficas simétricas respecto del eje y”.

(Conclusion) “la funcién f(x) = x” tiene grafica simétrica respecto del eje y”.

Tipo [2] de razonamiento:
(Premisa) “La funcién f(x) = x"es par”.

(Regla de inferencia) “Las funciones positivas tienen graficas ubicadas por encima del eje

2

X

(Conclusién) “La funcién f(x) = x* tiene grafica ubicada por encima del eje x”.

Tipo [3] de razonamiento:
(premisa) “la funcién f(x) = x”es par”.
(Regla de inferencia) “las funciones pates tienen graficas ubicadas por encima del eje x 7.

(Conclusion) “la funcién f(x) = x” tiene grafica ubicada por encima del eje x .

El segundo razonamiento tiene una estructura ternaria pero el resultado que se utiliza en la
inferencia no tiene correspondencia con la premisa que se enuncia. La proposicién que se
ha utilizado de premisa es verdadera: la funcién f(x) =x" es par pero el resultado que se
utiliza como regla de inferencia menciona a las funciones positivas. De hecho, la funcién
f(x)=x"también es positiva, pero eso no ha sido enunciado. Esto hace que la

proposicién conclusion sea verdadera también aun cuando la deduccidn no es correcta.

4 Recordemos que en punto anterior hemos resefiado que Duval presenta el silogismo aristotélico como un
razonamiento argumentativo.

50 Falla lo que Duval (1991) denomina “Verificacién de la premisa” en la estructura ternatia del razonamiento
deductivo.
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De forma similar en el tercer razonamiento la premisa y la conclusién son verdaderas sin
embargo la regla de inferencia es falsa. No son las funciones pares las que tienen graficas

ubicadas por encima del eje x sino las positivas. La conclusion es verdadera ya que la

., 2 . ., ..
funcién f(x)=x" no solo es par sino también positiva.

Esto nos remite a la siguiente pregunta ¢cémo podemos considerar este tipo de
razonamientos? ¢podemos hablar de una explicacién incorrecta? ¢podemos, mas adn,
avanzar y definirlo como una deduccién (es decir, le damos categorfa de razonamiento

deductivo) incorrectar ¢serfa mejor, sentenciar que no es una deduccion?

Consideraremos, en concordancia con Panizza, (2005: 24) y Klimovsky (1994: 90) que los
razonamientos deductivos son razonamientos validos®. A partir de esta premisa el

segundo y el tercer razonamiento no siendo razonamientos validos (si cambiamos la

. . 2
premisa por “la funciéon f(x)=x"—1 es par” que es verdadera obtenemos una

., ., 2 . , . .
conclusion falsa, a saber, que la funcién f(x) = x” —1 tiene un grafico ubicado por encima

del eje x) no seran entonces considerados razonamientos deductivos.

Por su parte Panizza sostiene que “los alumnos no comprenden que a partir de premisas
falsas y “razonando bien” se puede llegar a una conclusién verdadera”. Mas alla de los
nombres que podamos utilizar, consideramos que el uso de una expresién tal como
173 . I . P P .,

razonar bien” para esta explicacion resulta un obstaculo para la comprensiéon de los
alumnos. Una vez mis, la toma en cuenta de la estructura sin una consideraciéon por los
contenidos, mas alld de su correccién desde el punto de vista de la légica, trac aparejada
consecuencias didacticas que quedan fuera del interés de la l6gica pero que son el centro de

interés de la didactica.

Para sintetizar, en términos de Klimovsky o Panizza, el razonamiento valido junto con la

premisa verdadera lleva a conclusiones verdaderas y es la forma en la que la comunidad

! Adoptamos la conceptualizacién de Panizza para un razonamiento valido como aquel que permite derivar
de ciertos enunciados (las premisas) otro (las conclusion) de manera tal que siempre que las premisas son
verdaderas la conclusion también lo es. En Klimovsky (1994) se desarrollan todas las posibles situaciones a
partir de silogismo Aristotélico.
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matemitica da por aceptada una demostracion™. Ensefiar a los alumnos de qué forma
efectiva organizamos un razonamiento valido va mucho mas alla de la definicion que de ¢l
se pueda dar”’, definicién que oculta una de las dificultades que emergen en los alumnos en
la adecuacién de las premisas a las reglas de inferencia que se utilizan, lo que aparece como

una cuestiéon que no solo involucra la forma sino el contenido.

Retomando el analisis hasta aqui presentado, propondremos en esta investigacién un
abordaje de los razonamientos matematicos donde ambos aspectos - el de la forma y el del
contenido - sean considerados desde un punto de vista didictico. Del mismo modo estas
formas de razonamientos que propondremos seran una forma de organizar un puente entre
los razonamientos argumentativos y la formalidad del razonamiento deductivo.

Volveremos a esta cuestién en el apartado sobre fundamentacién.

Finalmente , tanto las observaciones que Panizza realiza desde la perspectiva de la légica
como las que Duval efectia desde una perspectiva cognitiva tienen en comun que
presentan un analisis de las dificultades de los alumnos sin mediar un relato del proyecto de
enseflanza en el que estan insertos.

Creemos que las dificultades de los alumnos en la comprensién y aprendizaje de conceptos
en matematica (cualquiera sea el tema) no son independientes del proyecto de ensefianza y
que su descripcién constituye un marco de referencia indispensable para comprender
caracteristicas del aprendizaje de los alumnos (ya sea que estamos hablando de dificultades
o de aprendizajes logrados). En esta investigacion describiremos minuciosamente el

proyecto de ensefianza y su implementacion en clases de la escuela media.

Duval sugiere que se implemente una ensefianza de la estructura propia del razonamiento
deductivo como segunda fase en el ambito de la ensefianza de la geometria para avanzar
con la enseflanza de la demostracién, habida cuenta de las importantes diferencias entre el

razonamiento argumentativo y el deductivo. Para ello sugiere separar la heuristica (o

52 Esta obsetrvacion es, desde ya, una simplificacién de la nocién de demostracién que se apoya en otros
elementos como el conocimiento fuertemente institucionalizado, pero queremos destacar la necesidad de que
un razonamiento deductivo observe esta adecuaciéon de las hipotesis a la regla de inferencia que se quiere
aplicar.

> Nos referimos a la definicién presentada por estos autores desde el campo de la logica sobre los
razonamientos validos como aquellos que permiten arribar a conclusiones verdaderas partiendo de premisas
verdaderas. Esta definicién, creemos, no resulta operativa para trabajar con los alumnos el objeto
razonamiento, pues para ponerla en ejecucién deberfan chequearse todas las posibles premisas verdaderas
ajustables al razonamiento.
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resoluciéon de problemas) de la fase de organizaciéon de proposiciones. Es a partir de la
enseflanza de grafos y de la puesta en evidencia de la estructura ternaria del razonamiento
deductivo que se implementa su propuesta de enseflanza. No aparece mencionada en esta

propuesta la gestion que realizaria el docente.

En nuestra investigacién, en cambio, siendo el objetivo de ensefianza distinto por cuanto
no nos interesa el estudio de la demostraciéon sino que intentamos una transposiciéon
didéactica de la demostracién en el aula para otras areas de ensefianza fuera de la geomettia,
nuestro interés principal estd puesto en el papel del docente en un proyecto de enseflanza
que abona la emergencia de estas formas de razonamiento como un proyecto colectivo. En
cierto modo nos acercamos a Duval pues nos interesa la enseflanza de razonamientos
deductivos, pero el proyecto que sostiene a Duval muestra que su objetivo final es el de la

enseflanza de la demostracién y ese aspecto queda fuera de nuestro interés.

3.2.3 LLa Prueba

Para estudiar la génesis de la demostracion en el aula Balacheff elabora la nocién de
prueba. La prucba, sostiene el autor, es un tipo especial de explicacién. La nocién de
explicaciéon que presenta Balacheff, tomada de Miéville, limita el universo de las
explicaciones a aquellas que tienen por objetivo esclarecer la veracidad de una afirmacién.
De este modo las pruebas estudiadas por Balacheff se producen en escenarios de

produccién y validacion de conjeturas.

Para Balacheff una explicacién no se reduce a una cadena deductiva, utiliza el lenguaje
natural y convence al emisor (Balacheff, 2000: 12). De hecho una explicacién, en el
momento en el que se reproduce en un discurso es un conjunto de consideraciones que
resultan convincentes para el locutor. En esta categorfa Balacheff distingue asi a la
convicciéon de un emisor y de quien lo escucha, mostrando ya desde el inicio, su enfoque en

el aspecto social de estas producciones.

Seflalamos que para todo el universo de actividades matematicas suele elegirse una
perspectiva de analisis que privilegia en algunos casos el proceso (razonar, demostrar,

probar) o, en otros, el producto (razonamientos demostraciones, pruebas). Balacheff
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sostiene (2000: 14) que su analisis se centra en el estudio del proceso en tanto considera
que el trabajo de Duval se centra en el producto. En nuestra investigacién abordaremos las
intervenciones docentes que posibilitan la emergencia de la fundamentacién. En tal sentido
estaremos observando el proceso, sin embargo el propio proceso se alimenta de las
producciones de los alumnos, que entenderemos como las fundamentaciones producto.
Pondremos en didlogo proceso y producto para estudiar asi la emergencia de la

fundamentacion.

Volviendo a la definicién, aquellas explicaciones que tienen por objetivo establecer el valor
de verdad de una afirmacién y que han sido aceptadas por los interlocutores son definidas
como pruebas. Balacheff remarca el caracter social de esta produccién al sostener que una
prueba puede ser aceptada por una comunidad y rechazada por otra. En este sentido una
explicacién se convierte en una prueba en relaciéon con la comunidad en la que vive.

Hay asimismo una temporalidad en la definicion pues una prueba que se apoya en las
nociones de sus emisores y receptores ira evolucionando junto con las nociones de esta

comunidad.

En esta familia de explicaciones hay distintos usos del lenguaje, distintos usos de la teotfa,
distintas posiciones de aquel que elabora la prueba con respecto a las acciones a las que se
refiere dicha prueba. Estas distintas caracteristicas le permiten a Balacheff diferenciar
cuatro tipos distintos de prucba: el empirismo naif, la experiencia crucial, el ejemplo
genérico y la experiencia mental. Los dos primeros tipos de prueba se consideran
pruebas pragmaticas ya que recurren a la “ostension” de la accion, utilizan ejemplos
donde corroboran o confirman los enunciados de las afirmaciones que pretenden probar,
no se separan de la accién en términos de una reflexion sobre ella misma y, por las mismas
razones, utilizan teoremas en acto’’. En tanto, en los dos segundos tipos de prueba existe
una reflexion sobre las acciones a las que se refieren las propiedades o sentencias en juego.

A estas pruebas se las denomina pruebas intelectuales.

En los dos primeros tipos (empirismo naif y experiencia crucial) quien elabora esta

prueba esta, basicamente, sugiriendo que la veracidad de la afirmacién puesta a

54 -

No acordamos con Balacheff que toda prueba pragmaitica deba tener presente teoremas en acto. En
cambio consideramos que es una caracteristica que se observa a menudo en pruebas pragmaticas. En tal
sentido no da lugar a una clasficacién.
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consideracién se deriva del funcionamiento de tal sentencia en casos particulares. Un tipo a
su vez se diferencia del otro por la clase de ejemplo utilizada ya que, en el empirismo naif,
el ejemplo tenido en cuenta para constatar la veracidad de la afirmacién es un caso tan
comun como el que a cualquiera se le ocurrirfa. Es algo asi como el caso evidente. En tanto
que en la experiencia crucial el ejemplo es elegido como uno paradigmatico para quien lo

considera, lo cual ya implica alguna pregunta por la generalizacion.

En los dos tipos subsiguientes, ejemplo genérico y experiencia mental aparece una
reflexién sobre la accién considerada. El individuo se centra en un intento por mostrar el
por qué del funcionamiento de la afirmaciéon en juego. En el ejemplo genérico persiste
todavia el uso del ejemplo, sin embargo las operaciones que se aplican a tal ejemplo son
aquellas que se utilizarfan en una demostracion sobre el objeto matematico ideal o clase a
la que pertenece este ejemplo. Se ponen en juego de este modo las caracteristicas de la

clase o familia de objetos aun cuando se esté utilizando un ejemplo.

Las categorfas creadas por Balacheff surgen de un estudio en el area de geometria con
estudiantes de 14 afios a los que se les pide que escriban en un papel la instruccion que
luego recibira algin compafiero que le permita calcular el numero de diagonales de un
poligono de n lados. El andlisis de las producciones de los alumnos no resulta suficiente
para que Balacheff pueda elaborar sus categorfas teniendo que apelar al registro de los
didlogos al interior de los equipos de alumnos. La oralidad surge entonces como un
elemento central para analizar la produccién de pruebas de los estudiantes. Este aspecto es
el que tomaremos como central en nuestra investigaciéon ya que entendemos que los
procesos de validacién (que, acordamos con Balacheff, motorizan la produccién de
pruebas) viven y se desarrollan en un contexto oral en las clases de matematica. Sin esa
oralidad no podemos avanzar en la comprension de estas producciones.

Por otra parte, a diferencia de Balacheff quien realiza su investigacion fuera de clase y sin la
intervencién de un docente, proponemos en este investigacién tomar la clase como
contexto de producciéon de estas producciones y la gestion docente en el foco de nuestro
trabajo como elemento motorizador de la producciéon de pruebas. En este sentido
marcamos nuevamente una posiciéon que nos distingue tanto del trabajo de Balacheff como
del de Duval: sostenemos la necesidad de enmarcar el estudio de las formas de

razonamiento en un proyecto de enseflanza para comprender las dificultades que
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experimentan los alumnos. No creemos que pueda quedar fuera de la investigacion la

intencionalidad docente.

En las fundamentaciones concebiremos una reflexiéon de los alumnos sobre las acciones
que se estén considerando ya que entendemos que esta es la via para acceder a una
elaboracién donde predominen los objetos tedricos sobre los objetos-empiricos concretos,
especificos, y se propicie de este modo un trabajo de generalizacién, abstraccion,

inherentes a la produccién matematica.

En tal sentido dejaremos fuera del contexto de definicién de las fundamentaciones los
ejemplos de prueba considerados por Balacheff como el empirismo naif o el ejemplo
crucial y si, en cambio, concebiremos inherente al trabajo de fundamentacién los aspectos

que Balacheff distingue en las pruebas intelectuales.

Esta caracteristica de “reflexion sobre las acciones” sera a su vez el motor de las
intervenciones docentes como una forma de propiciar la emergencia de las
fundamentaciones. Del mismo modo, otro de los elementos clave sera la explicitacién de

propiedades o teotia puesta en juego.

El analisis propuesto por Balacheff considerando las pruebas segin los objetos comados
en cuenta y la reflexiéon sobre las acciones puestas en juego nos parecen importantes a la
luz de las posibles intervenciones docentes para sostener una evolucion de las
producciones de sus alumnos. No obstante las definiciones que Balacheff da sobre las
categorias no nos permite clasificar — distinguir con certeza y confianza las producciones
de los alumnos. Para mencionar un ejemplo, Balacheff sostiene que los teoremas en acto
aparecen en el empirismo naif y en la experiencia crucial, y sin embargo el ejemplo que el
mismo Balacheff aporta para la experiencia mental extraido de Cauchy sobre la existencia
de una rafz para una funcién continua que toma en algun intervalo valores de distinto
signo, presenta un teorema en acto al mencionar que una curva de una funcién continua
tiene un trazado continuo. Es muy probable que estas categorfas que destacan elementos
importantes en la produccién de pruebas (tales como el uso de ejemplos para validar
posiciones) no alcancen para conformar una clasificacién de las producciones de los
alumnos Aun asi nos importa su consideraciéon pues dan cuenta de una posible evolucion

en la actividad del alumno.
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Notamos ademas que los elementos que toma Balacheff para su clasificacion, dejan afuera
de toda consideracién la organizacién expositiva del texto que es aquello que ocupa a
Duval. Vemos que en Balacheff el elemento organizador de la descripcién es la posicién
del estudiante frente a las acciones que debe juzgar y analizar. En las primeras formas de
prueba el alumno puede ejecutar las acciones, mostrar que ellas se cumplen, pero no
puede reflexionar sobre ellas en tanto en las pruebas intelectuales el alumno puede alejarse
de las acciones y analizar por qué ellas se cumplen. En tanto vemos que en Duval el
elemento organizador es el texto (donde también vemos un posicionamiento reflexivo del
alumno al tomar decisiones sobre qué es lo que se puede inferir a partir de proposiciones
que el alumno elige). En este sentido podemos acordar que Duval se centra en el producto
(aun cuando considera el proceso al mencionar las dificultades de los alumnos) en tanto
Balacheff se centra en el proceso de producir explicaciones — las pruebas - que estan en el

camino de la demostracion.

Ambos investigadores tienen en su horizonte la pregunta sobre la forma en la que puede
enseflarse a demostrar. Es por eso que a continuacion veremos algunas consideraciones

sobre la demostracion que resultan relevantes para nuestra investigacion.

3.2.4 L.a Demostracion

A diferencia de la mayorfa de los objetos de la matematica, la demostracion carece de una
definicién, aunque si en cambio tiene diversas caracterizaciones. Suele decirse que la
demostracién es una secuencia o cadena de proposiciones donde cada una o bien es un
axioma o bien se deriva de la precedente por medio de la inferencia o de la aplicacién de
alguna teorfa. Como sefiala Herbst, un nimero importante de investigadores (Hanna,
Lakatos, Rav, Thurston, citados en Herbst, 2002: 177) concluye que esta vision de la
demostracion, siendo correcta, es reduccionista. Para salir de tal reduccionismo algunos
autores como Hanna proponen reconocer en algunas demostraciones la capacidad de

asegurar la comprension y el entendimiento.
Con esta misma intencién hemos mencionado en el Estado del Arte el trabajo de De

Villiers (1990), sobre funcionalidades y propodsitos que puede tener la demostracion, (en

tanto actividad del productor de matematica) y que, en su opinién, suelen quedar en el
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olvido tras la mas conocida funcién de validaciéon. De todas las funciones mencionadas por
De Villiers (verificacién, explicacidén, conocimiento, sistematizacién, descubrimiento,
comunicaciéon) luego ampliadas por Hanna (construccién, exploracién), Hanna (2000)
destaca el papel privilegiado que tienen aquellas demostraciones que ademas de validar,
explican y las propone como las mas adecuadas para la enseflanza (reconociendo, no
obstante que no se encuentra una demostracién de estas caracteristicas para cada
nicleo/concepto de matematica que se necesite enseflar). Estos aspectos de la

demostracion son los que sostendremos para la fundamentacion.

Las demostraciones comparten con las pruebas algunos aspectos sociales ya que en
situaciones existen demostraciones aceptadas por algunas comunidades y no por otras™.
Thurston (1994) comenta la enorme disparidad de requisitos que pueden pedir
matematicos -abocados al estudio de distintas areas- para comprender una demostracion.
Es por esto que afirmamos que la demostracion también adquiere entidad en tanto exista
un referente de la comunidad que la avale como tal, para lo cual debe resultarle

comprensible. I.a demostracion no es tal sin referencia a una comunidad matematica.

Los problemas subyacentes a la ensefianza y el aprendizaje de la demostracién son
analizados por un nimero importante de investigadores (en la mayorfa de los casos en el
area de la geometria). Balacheff menciona que en la propia comunidad matematica de
formadores de jovenes investigadores, pareciera ser que la demostracién se aprende por
medio de la observacién, del ensayo y del error, lo que incluye la imitacién (Balacheff,
2000: 4). En la misma direcciéon Brousseau y Gibel (2005: 14) sefialan que la ensefianza del
razonamiento en matematica se concibe usualmente como la presentaciéon de modelos de

demostraciones que luego los alumnos deben reproducir fielmente.

Creemos necesario observar la evoluciéon de la demostracién en la propia comunidad
matematica para dar cuenta de la enorme complejidad de esta actividad. A partir de los
griegos la matematica se constituye en un campo donde coexisten ideas-

conceptualizaciones primitivas que son reconocidas como axiomas junto con resultados-

> Tall (1995) menciona que aun en la comunidad matematica existen razones culturales o histdricas que
pueden provocar el rechazo de una demostracion recordando, a modo de ejemplo, la objeciéon que Kronecker
en el aflo 1873 realiz6 sobre el trabajo de Cantor. En él Cantor daba un argumento de numerabilidad para la
demostracion de la existencia de nimeros reales que no fueran solucién de ecuaciones algebraicas sin mostrar
mediante una construccion la existencia de tal nimero. Fue ésta la razén del rechazo de la demostracion de
Cantor.
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proposiciones que se generan a partir de estas ideas base por medio de la deduccién. En

esta forma de construir la teorfa matematica la demostracion juega un papel fundamental.

En su trabajo “las desventuras del conocimiento matematico”, Klimovsky (2005: 34)
muestra a partir de un rastreo de los origenes de los primeros conocimientos matematicos
(o que nos conduce a unos 3.000 afios antes de Cristo en las civilizaciones egipcia y
babilénica) que la matematica constituia entonces un conocimiento de indole instrumental
que permitia resolver problemas concretos relacionados con la agrimensura y el comercio.
La matematica referfa asf a caracteristicas concretas de objetos concretos y a “las verdades
matematicas” no se les pedia una demostracién pues surgian de la observacion de la
realidad. Este perfodo previo a los griegos serfa entonces un perfodo de matematica sin
demostracion. Se lo reconoce también como un periodo de “empirismo”. La observacion y

la induccién eran los unicos medios utilizados para expandir el horizonte de conocimientos.

El objeto de estudio de la matematica no era pues abstracto todavia ni existia un desarrollo
de conceptos que pudiera ordenarse en una “teoria”. Del mismo modo los objetos

matematicos no fueron objetos ideales desde su comienzo.

Por su parte Balacheff (2000: 20) encuentra evidencia sobre la existencia de procesos de
prueba en la etapa pre-euclidiana en ausencia de la demostracion (la que recién surge a
partir de la producciéon de los griegos). De esta forma Balacheff encuentra signos de una
actividad en la que la busqueda de la verdad no estd regida exclusivamente por la
observaciéon de la realidad como lo plantea Klimovsky, sino mediante procesos que se

aproximan a aquellos que ¢l denomina prueba.

Incluimos esta breve resefia histérica para mostrar que la demostracién ha evolucionado a
través del tiempo, es una construccion cultural y tiene una comunidad de referencia y este
rasgo de construccion cultural y comunidad de referencia son aspectos que tomamos para

pensar la produccion de practicas fundamentadas.

Sadovsky (2005: 23) al describir a la matematica como un producto social afirma que “las
respuestas que plantean unos, dan lugar a nuevos problemas que visualizan otros, las
demostraciones que se producen se validan segun las reglas que se aceptan en cierto

momento en la comunidad matematica”. En virtud de esta temporalidad Sadovsky
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concluye que “la idea de rigor matematico, cambia con el tiempo. Entendemos que esta
referencia a lo temporal tiene un papel central en nuestro trabajo. Los alumnos tienen,
ostentan, utilizan conocimientos matematicos provisorios. La enseflanza de los modos de

produccién en matematica debe contemplar este hecho.

Las cuestiones relativas a la enseflanza de la demostracion en el area de la geometria han
sido muy estudiadas por diversos autores. En los disefios curriculares de la Argentina (y
este fenémeno se ha dado en otros pafses) la demostracién ha sido dejada de lado como
objetivo de la enseflanza de la matematica para instalarse en las ultimas reformas
: 56 , . ~ . . .
curriculares™ un énfasis en la ensefianza de distintas formas de razonamiento en
matematica. Compartimos en esta Investigacion la idea de que otras formas de
razonamiento pueden habitar muchos otros espacios de produccién de conocimiento en la

enseflanza en la escuela media y a ellas nos abocaremos.

3.3 LA FUNDAMENTACION

3.3.1 ¢Qué Significa Fundamentar?

La actividad de demostrar resulta entonces fuertemente imbricada con la actividad
matematica. Es la actividad del productor de matematica. En la escuela también hay, en
escala, una actividad de producciéon de matematica. Nos referimos a la que los alumnos
generan a partir de la necesidad de resolver problemas. La didactica de la matematica
concibe una construccién del conocimiento por parte del alumno en su actividad de

resolucién de situaciones problematicas. Estos conocimientos producidos como medio

56 El programa de matematica vigente para la Escuela Media en la Ciudad de Buenos Aites establece como
parte de los objetivos a alcanzar mediante la enseflanza de la matematica: “Generar condiciones que permitan
a los alumnos entrar en practicas de argumentacién basadas en conocimientos matematicos, acercindose a la
demostracion deductiva”. En tanto, a lo largo de toda la descripcion de contenidos realizada para los cinco
afios de la ensefianza media se especifica la ensefianza de la demostracion, dnicamente para el Teorema de
Thales en tercer afio. Asi vemos que la demostracién queda restringida como practica al area de la geometria.
Resulta interesante observar, ademds, que en tanto se describen actividades de ensefianza tales como
construccién de figuras en el bloque de geometria, produccién de férmulas para modelizar, , resolucién de
problemas que se modelizan con funciones lineales en dos variables, anélisis de procesos que crecen y
decrecen para distintas funciones, todos estos en el en el bloque de funciones y dlgebra, no hay mencién
alguna a actividades destinadas a la producciéon de argumentos o validaciones o deducciones en ningin
bloque de trabajo a lo largo de la secuencia de cinco afios desarrollada. Ver
:/ /estatico.buenosaires.gov.ar/areas/educacion/curricula ia/programa matematica.pdf.
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para la resolucién de problemas son el punto de partida para la producciéon de

conocimientos en clase.

Por muchas razones creemos que esta actividad necesita indispensablemente estar
contextualizada teniendo en cuenta quien es el productor de tales “demostraciones” (un
alumno) y quien es el receptor de las mismas (la comunidad matematica de la clase).
Estamos, pues, definiendo un escenatio para la produccién de estas “demostraciones” con
otros actores que los clasicamente considerados. Usualmente hay dos actores en juego: el
alumno quien produce demostraciones y un docente quien, conociendo el desarrollo
esperado es el interlocutor de tales demostraciones. El alumno produce sus demostraciones
y mediante ellas da cuenta que sabe y puede producirlas. No convencera al docente de sus
ideas mediante esta actividad pues el docente ya sabe si tal o cual enunciado es verdadero o
falso, no se trata de comunicar certidumbres sino de datr cuenta de un conocimiento
aprehendido. Al considerar como nuevos protagonistas al alumno y a la comunidad aula
estamos cambiando la funcionalidad de la produccion de tales tipos de explicaciones
especificas del campo. En este cambio de escenario que proponemos, el alumno produce
en contextos de incertidumbre y la comunidad de referencia esta formada en buena medida
por pares, pares en cuanto a sus propios conocimientos matematicos y sus habilidades para

la elaboraciones de “estas demostraciones de clase”.

Por otra parte, cuando un concepto se desarrolla en el campo de la matematica, existen en
su génesis aspectos intuitivos que luego se limpian y se olvidan durante la etapa de su
formalizaciéon. Boero (1999) realiza una minuciosa descripcion de las fases del trabajo de la
demostracién que despliega un matematico donde se aprecia esta evolucion.

Para que este proceso viva en clase, la intuiciéon debe ser tenida como un valor en juego.
Demandar a los alumnos que desarrollen explicaciones formales exentas de intuicionismo
es un contrasentido. La “demostracion del alumno” debiera surgir bajo la necesidad de
dar cuenta de la veracidad de una idea — o de explicarla - y, con este proposito la
exploracién y los borradores de una idea son elementos importantes en la clase. Mientras
los matematicos pueden olvidatlos, los alumnos necesitan atender a su surgimiento y su
evolucion (y los docentes, por ende también). Esta es una de las respuestas a la pregunta
que postula Herbst (2002) acerca de la forma que puede tener la demostracién en las aulas.
Coincidimos con aquella conclusién que Herbst demanda en el mismo trabajo acerca de la

necesidad de que los docentes aborden la ensefianza de la demostraciéon desde otras
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perspectivas mas alla de las que lo toman como un proceso formal (Herbst lo hace en el
campo de la geometria y para la ensefianza de la demostracion, nosotros creemos que es

posible extenderlo a otros campos como el de nuestro estudio).

En su trabajo sobre “Procesos de prueba en los alumnos de matematicas” Balacheff
menciona que “es fundamental tener en cuenta que la demostracién no puede ser enseflada
del mismo modo en un aula de clase que en un ambiente puramente cientifico. Para
convertirse en contenido de ensefanza, las matematicas deben sufrir una transformacion
adaptativa, una transposicién didactica, bajo un conjunto de limites especificos del sistema
didactico.” (Balacheftf, 2000: 2).

En ella las situaciones de validacién describen un trabajo en torno a la defensa de
postulados que han producido los alumnos. Son estas situaciones de validacién las que
tomaremos como punto de partida para pensar este trabajo que consideramos consiste en

una transposicion didactica de la demostracién y que llamaremos fundamentacion.

En la fundamentacion sostendremos el valor explicativo de los argumentos, por encima

del formalismo logrado.

Entendemos que fundamentar es proponer, a raiz de una cuestion matematica, una
explicacién basada sobre los conocimientos matematicos del sujeto” que la
formula, pensada para que sea aceptada por una cierta comunidad de matematicos
en un momento dado y finalmente, portadora de reglas del trabajo de producciéon

matematico.

Esta primera conceptualizacion encierra algunos elementos que necesitamos precisar para

comprender el alcance de esta actividad. Desarrollaremos a continuacién los mismos.

57 . . . .
Este sujeto puede ser un alumno, un grupo de alumnos o toda la comunidad aula, siendo entonces el sujeto
de caracter institucional.
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3.3.2 Una Primera Caracterizacion De I.a Fundamentacion

Presentamos aqui elementos que permiten caracterizar esta actividad.
a) Tiene la intencién de promover el entendimiento a partir de una explicacion: es decir que

tiene un destinatario que es la comunidad matematica de referencia. (comunidad aula)

b) Se admite que utilice un lenguaje familiar no formalizado: es decir que no hay requisitos
sobre el lenguaje utilizado. También se admite que apele a otro “marco” (en el sentido de

Douady).

¢) Subyacen en su armado la ldgica del trabajo hipotético-deductivo matematico. Se
distinguiran, entonces, en sus partes, procesos de inferencia, deducciéon o generalizacién

segun el caso.

d) Se sostiene a partir de los conocimientos del sujeto que lo produce (ocurriendo
eventualmente que estos conocimientos, no siendo parte de un sistema axiomatico de
conocimientos no puedan ser validados por el sujeto). Estos conocimientos pueden tener
estatutos diferentes: pueden provenir de “hechos evidentes” para la comunidad aula, de
interpretaciones de representaciones graficas, de sentencias establecidas en su practica
escolar sin que el alumno pueda dar cuenta exactamente de cémo llegaron a “instalarse”, de
proposiciones demostradas en las clases, de resultados culturalmente establecidos. Esta
cuestion obliga a tener en cuenta para su enseflanza la necesidad de aceptar producciones
que tal vez la matematica no aceptaria pero que en un ciclo de enseflanza pueden ser signos
de pasos adecuados dados en el camino del aprendizaje de la producciéon de ideas
matematicas. Nos referimos al papel de los aprendizajes provisorios y su instalacion en
clase. Es decir que entendemos que el soporte de conocimientos de los alumnos no tiene la
configuracién del de la comunidad de matematicos. Tiene una provisoriedad que no se
condice con la permanencia de los conocimientos en la comunidad matematica. Esta
diferencia, sostenemos, es constitutiva de la transposicion didactica de la demostracién en

el aula.
e) Su produccién tiene una comunidad matematica de referencia quien recibe esta

produccién, y en funcién de su capacidad para generar entendimiento podra aceptarla o

rechazarla. Con tales fines podra también reformular, retroalimentar y enriquecer tales
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producciones. Hsta comunidad serd la comunidad aula conformada por alumnos y
docente. El lugar del docente - que no puede asimilarse al del resto de los alumnos - sera
parte de lo que proponemos estudiar en nuestra investigacién. Tenemos como hipdtesis
inicial el supuesto de que la presencia del docente es la del portador de las nociones de la
disciplina, sin embargo no sera su rol el de sancionar la pertinencia o no de las
producciones sin tener en cuenta el entendimiento del resto de la comunidad. En este
sentido operara bajo una doble regulacién: por un lado, el consenso de la comunidad aula
que dara sefial sobre el entendimiento alcanzado; por el otro, las reglas de produccion de la
disciplina que ya han sido adecuadas para su ensefianza en clase. Entendemos de este modo
que el docente debera regular su asimetria en esta comunidad. A su vez la
intencionalidad docente es una de las formas de promover esta actividad y en tal sentido
sera una de las condiciones que contemplamos como necesarias para la emergencia de la
fundamentacién. El docente ocupa un rol especifico y fundamental pues sera él quien
sostenga los limites de lo que debe justificarse hasta lo que puede darse por conocido.

También tendra a su cargo validar las distintas formas de conocer y su organizacion.

f) Su produccion esta vinculada al contexto en el que se esta trabajando si bien se mantiene

la busqueda de una generalidad en la explicacion.

A partir de esta caracterizacion inicial vamos ahora a describir dos escenarios posibles para
esta produccién. Entendemos que el proceso de la fundamentacion podra tomar forma
en dos niveles:

i) vinculada a situaciones donde la actividad principal sera la de explicar procedimientos de
resolucion de problemas o de manipulacion de técnicas.

i) vinculada a situaciones donde la actividad principal pero no la unica consistird en

explicar el valor de verdad de una conjetura.

En nuestra investigacion estos dos planos seran los que se desarrollen a propésito de la
resolucién de problemas contextualizados para el primer plano y los que se desarrollen a

proposito de las actividades de contexto matematico presentadas a los alumnos.
A partir de estos conceptos la demostracion se distingue de la fundamentacion, ya que se

caracteriza por un lenguaje formal y por el uso de un conocimiento fuertemente

institucionalizado, cuya validez es socialmente compartida.
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La fundamentacién por su parte admite un lenguaje familiar, contextualizado, basado en las
nociones de la comunidad que los produce, las que, siendo el caso de los alumnos de

matematica, estin permanentemente evolucionando.

Dos ejemplos pueden contribuir a destacar las diferencias mas claras entre una actividad y
la otra. En una clase de EGB 3 se estableci6 la siguiente hipotesis “‘si un nimero entero
tiene resto 2 al ser dividido por 5 entonces su cuadruplo tendra resto 3 al ser dividido por el
mismo ndmero”. Se les pidi6 a los alumnos que establezcan la verdad o falsedad del
enunciado y fundamenten su posicién. Dado que el enunciado es verdadero se espera una
fundamentacién de esta conjetura. Una demostracion se apoyard en el algoritmo de la
division para numeros enteros, utilizara una designacién genérica para el numero en

cuestion (formalismo del lenguaje) estableciendo que:

“Sea aeN,a=d-5+2 =4a=d45+8=4d5+5+3=(4d +1).5+3 . la unicidad del
algoritmo de la divisién establece que el cociente de 4a en la divisién por 5 es 4d +1 en

tanto que el resto es 3.”

Ciertamente no fue esta la fundamentacién que proporcioné un alumno quien, apelando a
la nocién de reparticién observé que el nimero en cuestién puede representarse como la
suma de varios grupos de 5 elementos y 2 elementos mas. La representacion de 4 veces ese
numero tendrd a cuatro veces los grupos de 5 elementos y 8 elementos mas Estos 8
elementos pueden reagruparse formando un nuevo grupo de 5 elementos y quedando 3 sin
reagrupar. Fue evidente en esta representacion grafica para el alumno que estos elementos
que no podian agruparse consistian en el resto de la divisiéon por 5, finalizando de este

modo su fundamentacion.

En otra clase de EGB 3 se les propuso a los alumnos establecer la verdad o falsedad del
siguiente enunciado: “Si un nimero entero es multiplo de 12 entonces es multiplo de 3”. La
demostracién se apoya en la escritura de multiplos y, una vez mas, en una designacién
genérica para el numero en cuestion. Se podria formular del siguiente modo:

“Si n es multiplo de 12 entonces existe k€N tal que 7 =12 -k =n =34k

n=3-(4-k) =>3k'=4-k que n=3-k' Entonces "

(asociatividad del producto) es

maltiplo de 3.”
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La fundamentacién de un alumno consistié en la siguiente explicacién: “pienso ese nimero
como una colecciéon de objetos. Si el ndmero es multiplo de 12 eso significa que esa
colecciéon de objetos puede repartirse en 12 grupos o cajas donde cada grupo tenga la

misma cantidad de elementos aunque no sabemos cuantos.

Si juntamos 4 cajas en un cajoén nos quedan 3 cajones. Como en cada caja hay la misma
cantidad de elementos y cada cajon tiene 4 cajas entonces cada cajén tendra la misma
cantidad de elementos. Entonces esa coleccion de cosas se pudo agrupar en tres grupos

iguales, entonces el nimero el maltiplo de 3.

JUOL
OO0
U0

En el ejemplo ya mencionado de trabajo sobre las diagonales del poligono de Balacheff, los
alumnos fueron requeridos de producir un enunciado sobre un poligono de " lados y
donde se estableciese el nimero de las diagonales del mismo. Balacheff reconoce como un
tipo de prueba, llamado “empirismo naif”’, la produccién de un grupo de alumnos quienes
luego de constatar que en un pentigono existen 5 diagonales sostienen que “en un
poligcono de " lados habra " diagonales”. Su razonamiento reside justamente en la
constatacion del enunciado para el caso n =35 .

Es por esto que, si bien creemos que esta denominada prueba pragmatica (del tipo
empirismo naif) de Balacheff es util para el analisis del progreso de las pruebas que los
alumnos pueden producir, no vamos a considerarla como una fundamentaciéon. Podemos
ver que la constataciéon en el caso n =35 adolece de la falta de generalidad que requiere
una fundamentacién de un enunciado genérico (es decir realizado sobre o para un conjunto

de objetos matematicos: los poligonos de n lados). Nos alejamos entonces de la definicién
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de prueba de Balacheff en la medida en que ¢l considera a esta explicacién como una

prueba.

Entendemos que la posibilidad de comprender puede ser justamente la fortaleza de la
ensefianza de la fundamentacion en el aula por encima de la que pueda aportar la ensefianza
de la demostraciéon. En tanto esta ultima ha sido valorada histérica y preponderantemente
por su capacidad de verificacién (De Villiers, 1990) en la fundamentacién se identifica una
funcién explicativa. Es ésta la funcidén que se quiere recuperar en el aula, en principio,
tanto para la fundamentacién como para la demostraciéon (Hanna, 2000). Sin embargo
pareciera ser que la fundamentacién, por dar lugar a mayor flexibilidad y por hacer menos

énfasis en aspectos formales, estd en mejores condiciones para ello.

Al analizar este vinculo entra la fundamentacién y las funciones de comprender, justificar y
conocer acordamos con Balacheff (lettre de la preuve, octubre 1999) la impronta cultural

de esta tarea.

“Sugiero que, en efecto, toda transposicion didactica de la prueba en matematicas
toma en cuenta la racionalidad dominante en la sociedad y la cultura en la cual
aquella transposicion se desarrolla. El objeto de ensefianza que constituye la prueba
estd marcado no solamente por una concepcion epistemologica propia de (y
custodiada por) la comunidad cientifica, sino también por una concepcioén cultural
de la relacion con lo verdadero y a la refutacién propia de la sociedad y la cultura en
la cual se establece el sistema didactico”.

La transposicién didactica tendra en cuenta entre otros aspectos la busqueda de situaciones
donde la fundamentacion adquiera un valor de practicidad para lograr el objetivo de

convencet, validar, explicar y comprender segun el contexto en el que se desarrolle.

3.3.3 Sobre las Fundamentaciones producidas en Situaciones de

Validacién o refutacién de conjeturas

En la presentacién acerca del razonamiento deductivo hemos sefialado la necesidad de
considerar tanto el aspecto de la forma o estructura de estos razonamientos como el

contenido de los mismos. Hemos mencionado que tanto Duval como Panizza consideran
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la dificultad de los alumnos en distinguir estos componentes y en tal caso sefialamos la
necesidad de considerar a ambos en un proyecto de ensefianza.
A partir de esta necesidad definimos una fundamentaciéon de tipo deductiva a un

razonamiento con las siguientes caracteristicas:

a) La forma consiste en una estructura ternaria: premisa —P resultado o regla de
inferencia (funcién de valor de verdad) —J conclusion

b) El contenido reviste la adecuaciéon de la premisa a la regla de inferencia que se
utiliza. El contenido ofrece herramientas para evaluar si la premisa es aplicable en al
resultado o regla de inferencia o bien si la premisa se constituya en un caso particular

del resultado.

Estas dos serfan las caracteristicas a considerar para las fundamentaciones deductivas. A
esta particularidad le sumamos los elementos que ya hemos desarrollado para todo tipo de

fundamentacion .

3.3.4 Sobre las Fundamentaciones producidas para explicar

procedimientos de resolucion de problemas.

En las situaciones en las que los alumnos deben explicar las razones por las que optan por
una clerta resolucién o desarrollan una cierta técnica deben hacer explicitas las relaciones
que establecen entre ciertos conocimientos matematicos y el contexto en el que se plantea
el problema que estin resolviendo, de modo de argumentar por qué dichas relaciones
describen aspectos del contexto sobre los que intentan responderse alguna cuestién. La
consistencia entre los datos que se ofrecen de entrada y los que van obteniendo como
resultado de la estrategia que aplican se constituye en estos casos en una herramienta
central para fundamentar. En este sentido la tarea de fundamentar es aci esencialmente
diferente de la que surge cuando los alumnos deben validar o refutar conjeturas. Ahora
bien, en el proceso de analisis de los procedimientos que proponen para resolver una
situacién pueden emerger sentencias que adquieran el estatuto de conjeturas a validar o
refutar. De aqui que, si bien hemos separado estos tipos de fundamentacién que se toman
como objeto de estudio en este trabajo, los mismos pueden coexistir a raiz de la resolucion

de problemas que los alumnos deben fundamentar.
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3.4 CONDICIONES QUE PUEDEN PROPICIAR LA
EMERGENCIA DE LA FUNDAMENTACION

Vamos a seflalar a continuacién un conjunto de formas que proponemos adquiera el
trabajo en el aula que consideramos como condiciones favorables para propiciar la
emergencia de la fundamentacién en la clase. Algunos escenarios han sido propuestos por
diversos autores para la ensefianza de otras cuestiones matematicas —daremos cuenta de
ello — mientras que otros son, hasta donde entendemos, una produccién de esta

investigacion.

3.4.1 El Debate

Duval(1990) sostiene que la argumentacion surge ante la necesidad de persuadir a un
intetlocutor o refutar una tesis, su contexto es la interaccion social. También Balacheff, en
su estudio sobre la prueba, prioriza la interaccién social en varios aspectos. Desde su
misma conceptualizacion la prueba es tal en tanto haya permitido convencer a otro sobre la
validez de un enunciado. Balacheff (2000: 34) atribuye al contexto de la dialéctica entre la
refutacion y la validez un papel especial en el surgimiento de las pruebas.

Kilpatrick et al. (1995) entienden que la discusion y el debate permiten, en su calidad de
herramientas para el desarrollo de la comunicacién, propiciar una forma distinta de
producir conocimiento en el aula, pues cambian la posicién tradicional y pasiva del alumno
como receptor de la comunicacién del conocimiento a la de productor de ideas y también
de conocimiento.

El escenario de tal interaccién social es diverso. Puede tomar la forma de una produccién
colaborativa en pequefios grupos y/o también la de un juego de proponentes y oponentes
tal como lo plantea Brousseau en sus situaciones de validacion. Puede ser un didlogo entre
las producciones de los alumnos y las refutaciones de un docente tal y como lo describe

Lakatos. Existen otras alternativas, no agotamos la descripcién con estos ejemplos.
Es por eso que postulamos que un contexto posible para la emergencia de la

fundamentacién es el espacio de la clase en un contexto oral de trabajo y mas

especificamente el escenario del debate. Concebimos tal situacion organizada por el
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docente, mediada por él donde las producciones de los alumnos sean objeto de reflexion.
No estamos proponiendo explicitamente —ni necesariamente- una confrontacién entre
alumnos sino una busqueda colectiva de las razones que sostienen sus ideas. En tal
contexto es posible que los alumnos defiendan sus producciones y se organice un
escenario donde deban elegir una posiciéon a favor o en contra de una sentencia.
Proponemos el debate como una actividad de la comunidad matematica “aula” que pondra

en evidencia el rol de los alumnos como productores de fundamentaciones.

En un escenario de debate la TS concibe las situaciones de prueba (hemos mencionado en
este capitulo en la seccién Generalidades, que la TS concibe tres tipos de situaciones:
accién, comunicacioén y prueba). En ellas el sujeto tiene como objetivo validar y/o justificar
una afirmacién. Las situaciones se caracterizan por una organizaciéon donde un alumno
defendera una propuesta en tanto que otro, el oponente, intentara refutarla. Encontramos
raices historicas para esta situaciéon mencionadas por Klimovsky en su relato sobre los
origenes de la logica. Rastreando practicas vinculadas al surgimiento de la logica, el autor
describe un tipo de certamen publico celebrado en plazas de la ciudad de Atenas hacia el
siglo V. AC. En dichos eventos dos oponentes acordaban sostener, uno de ellos y refutar,
el otro, cierta afirmaciéon (no matematica por cierto). Es por ello que “lo que estaba en
juego no era especificamente el “amor a la verdad”, pues bien podrian haber sostenido cada
uno la tesis opuesta, sino decidir quien era capaz de dar una suerte de “jaque mate l6gico”
al adversario” (Klimovsky, 1994: 85). Cada uno de ellos buscaba en su rival un error de tipo
argumentativo o incluso intentaba mediante una trampa légica o lingiiistica llevarlo hacia
una contradiccién y de esta forma vencer demostrando sus habilidades argumentativas y
discursivas.

Las situaciones de prueba descriptas en la TS son portadoras del mismo espiritu, siendo
que un alumno (o un grupo) tomara una posicion a favor de una afirmacioén en tanto que
otro lo hard por la refutacién; el foco de esta actividad se ubica entonces en las
herramientas discursivas puestas en juego y la busqueda de la verdad se ubica en un
segundo plano.

En nuestra propuesta del debate el foco estard puesto en la busqueda de la verdad tanto
como de las razones que nos proveen la certeza sobre el hecho que analizamos. En tal
sentido la clase como un todo, lo que hemos llamado la comunidad clase o también
comunidad aula tomara libremente posiciones de acuerdo a sus propias convicciones,

creencias, conocimientos y posibilidades discursivas dentro de la matematica.
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Eventualmente, surgiendo posiciones encontradas se generaran espontineamente estas

situaciones de prueba estudiadas por la TS.

3.4.2 I.a Modelizacion

. . . 58
El planteo de problemas que toman como referencia situaciones “reales”

para que los
alumnos elaboren modelos que las representen provee oportunidades para la produccion
de fundamentaciones. En situaciones en las que el contexto exige recortar las herramientas
matemésitca puestas en juego y condiciona el uso que se puede hacer de las mismas los
alumnos deben confrontar sus hallazgos a la pertinencia definida por tal contexto.
Contextualizar y descontextualizar son escenarios propicios para la emergencia de
fundamentaciones que den certidumbre a los hallazgos de los alumnos.

Bajo este encuadre la produccién de problemas abiertos (nos referimos con esto a
problemas donde los datos presentados a los alumnos permitan la convivencia de mas de
una solucién, o bien, dicho de otro modo, la falta de datos propicie no solo la
incertidumbre respecto del problema en si mismo sino también la creacion de mas de una
solucién para el mismo problema) constituye una oportunidad para la confrontacién en

clase de distintas posiciones de los alumnos.

Ambas razones han sido la base en las que nos apoyamos para comenzar la actividad en
clase con problemas con contexto. Estos problemas propiciaran la emergencia de aquellas
fundamentaciones que hemos caracterizado en el nivel de situaciones problematicas donde
la actividad principal sera la de explicar procedimientos de resolucion de problemas o de

manipulacién de técnicas.

3.4.3 I.a Oralidad

La discusion en clase es un escenario mencionado reiteradas veces en el trabajo de
Kilpatrick et al. “Thinking Through Mathematics” a raiz de la propuesta de diferentes
actividades tales como producir un modelo para el funcionamiento de un problema,

analizar distintas producciones realizadas por otros alumnos para decidir si ellas son

58 Hs decir, situaciones que evocan hechos que podrian suceder en diferentes contextos.
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correctas resoluciones de problemas o encontrar su falla, resolver problemas planteados
por el docente, etc.. Sefialan los autores que el trabajo con pares es disparador de un
conjunto de habilidades que trasciende lo puramente matemdtico pues entre patres la
discrepancia surge naturalmente y a partir de ella la necesidad de acordar posiciones se hace
evidente, ademas genera en los alumnos un mayor involucramiento que la clase
convencional (Kilpatrick et al, 1995: 10). Esta dinimica de trabajo — la discusién
desarrollada en la oralidad - se ensambla luego con otras y en tal sentido los autores la
consideran como una fase de trabajo que motoriza la participacion y el involucramiento

de los alumnos.

Debemos sefialar sin embargo que el trabajo oral con caracteristicas como las descriptas
entra en conflicto con algunas practicas muy arraigadas en el dispositivo escolar como lo
son el control y la necesidad de evaluar de manera mas o menos inmediata los efectos de
las acciones que se desarrollan. Notemos ademas que se trata de una actividad que requiere
mucho tiempo de clase y acerca de la cual no quedan huellas escritas (carpetas, trabajos
practicos entregados, etc.) que den testimonio de lo realizado. Agreguemos que en la
actividad oral puede haber alumnos que nunca tomen la palabra frente a los cuales el
docente puede encontrarse sin recursos para que modifiquen esta actitud.

Por otra parte, imaginando una actividad intensa y un nivel alto de participacién de los
alumnos el docente necesita una gran ductibilidad y rapidez para: escuchar y comprender
las intervenciones de los alumnos, decidir como utilizarlas y qué destino darles y no perder
de vista el objetivo ese momento de trabajo™. Es arto dificil que el docente cuente con
tiempo para la reflexion en el transcurso del desarrollo de la actividad oral.

En esta investigacion planteamos la oralidad como el escenario mas adecuado para la
emergencia de la fundamentacién, entendiendo que en esta actividad participa toda la
comunidad clase en distintas fases, siendo una de ellas el trabajo en pequefios grupos con la
presencia esporadica del docente en tanto otra sera la fase de puesta en comun de toda la
clase. Estas actividades estan articuladas con un proceso de escritura que las coordina y las

retroalimenta.

* En su trabajo “El didlogo en la ensefianza” Burbules (1993,13) manifiesta que el didlogo, es un enfoque de
la enseflanza que exige flexibilidad, capacidad de adaptacion y discernimiento.
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3.4.4 Certeza E Incertidumbre

Balacheff menciona en su trabajo sobre la prueba que la variable “riesgo” tiene influencia

60 ;2 :
. La relacién pareciera ser

sobre la certeza que creemos tener respecto de algin hecho
inversamente proporcional: mayor es el riesgo menor es la certeza que sentimos y esto
dispara nuevos mecanismos de validacién. En esta investigacién sostenemos que la
incertidumbre que puedan suscitar los problemas que los alumnos tengan que resolver sera
una forma efectiva de propiciar la emergencia de fundamentaciones en el aula y en tal

sentido postulamos que los problemas abiertos (con mas de una solucién) son generadores

de incertidumbre en la medida que alojan la posibilidad de distintas producciones®’.

Por otra parte creemos a partir de esta experiencia que la busqueda de certeza puede estar
motivada por el interés en el desafio intelectual que se suscita en una clase donde se sefale
el papel protagénico de los alumnos en la producciéon de conocimiento. En este sentido
avanzamos sobre la sentencia de Balacheff “otra motivacion (de procesos de validacion) es
el deseo de certitud, cuya presencia no esta determinada por ningun factor” (Balacheff,
2000: 19). Encontramos en el proceso de desarrollo de esta investigacion que los
estudiantes, en la medida en que tienen herramientas para trabajar, e interlocutores para
disentir, acordar, convencer, consensuar, son “atrapados” por la dinamica del intercambio
intelectual.

Seguramente el aspecto cultural que el mismo Balacheff menciona y que hemos citado ya

(ver el apartado ¢qué significa ensefiar a fundamentar?) explique este posicionamiento.

50 Balacheff presenta la metifora de Popper sobre la autenticidad de unas monedas de pocos centavos para
dar cuenta de la fluctuacién en el nivel de confianza que un sujeto puede tener sobre un hecho en la medida
que tal hecho queda atado a otras situaciones de mayor o menor importancia. Puntualmente Balacheff
muestra que los mecanismos que utilizarfa el sujeto para corroborar la autenticidad de las monedas se
incrementarfan si de ello dependiera, por ejemplo, la vida de un hombre. Esos mecanismos aludidos
constituyen procesos de validacion.

Kilpatrick (ibid., 46) sefiala por su parte que la actividad de entregar a los alumnos resoluciones realizadas
por alumnos de otros colegios con la consigna de validar las respuestas o encontrar los errores en las
explicaciones propuestas es también un escenario propicio para generar incertidumbre. No hemos
desarrollado en nuestra investigacion esta propuesta pero creemos importante mencionarla.
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3.4.5 Tiempo didactico

Numerosos autores han analizado el funcionamiento del tiempo didactico en la
institucién escolar. Tomaremos en este punto como referencias las producciones de
Chevallard (1985), Mercier (1997) y Sensevy (1998, 2007). La idea de tiempo didactico —
analizan Chevallard y Mercier- nace de la necesidad de organizar la ensefianza de cada
asignatura en un “programa’” que asigna un tiempo predeterminado a cada “unidad” de una

cierta disciplina.

“Tel est donc le probéme: voici le savoir a enseigner; voici le temps
disponible. Le temps didactique naitra de leur rencontré réussie” 62

Para que esta asignaciéon de tiempos pueda cumplirse, el Zex7o a ser ensefiado estd
establecido « priori de manera independiente de las ideas que los alumnos puedan elaborar
sobre el mismo, lo cual los excluye —obviamente- de participar en su conformacién. Este ha
sido histéricamente el funcionamiento del dispositivo escolar y el analisis de los autores
citados nos ayuda a tomar conciencia hasta qué punto la inclusién de los alumnos en la
produccién del conocimiento que se ensefla supone una ruptura cultural profunda respecto

de las practicas escolares.

Hemos mencionado en el comienzo de este capitulo que la TS concibe el aprendizaje a
partir de un conjunto de fases de trabajo que - inscriptas en las situaciones didacticas - se
desarrollan comenzando con actividades donde el alumno produce un conjunto de
relaciones ante la resolucién de un problema que utiliza sin hacerlas explicitas
necesariamente, la TS conceptualiza este uso bajo la denominacién de teoremas en acto.
Las relaciones producidas y utilizadas - posiblemente implicitamente - se van
transformando a partir de fases posteriores de trabajo donde sera necesario recomponetlas,
tracrlas nuevamente a escena junto con validaciones o reformulaciones de las mismas en
un proceso que implica la explicitaciéon de tales relaciones y conocimiento. Todo este
proceso rompe con la estructura lineal del tiempo: el alumno avanza y retrocede y necesita
para ello evocar las relaciones producidas. Brousseau y Centeno (1991) introducen el

concepto de Memoria Didactica para sefialar la necesidad de apelar a la evocaciéon de

%2 “Tal es el problema: aqui ¢l saber a ensefiar; aqui el tiempo disponible. El tiempo didactico nacera de su
encuentro exitoso” (Chevallard y Mercier, citado por Sensevy, 1998).
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situaciones en las que los alumnos han tenido un papel productor, para ayudarlos a poner
en accién algunos conocimientos necesarios para enfrentar una problematica nueva.
Cuando los estudiantes no han sido productores las referencias que el docente puede hacer
al pasado de los alumnos consisten centralmente en evocar los nombres de los objetos mas
que las condiciones en las cuales los alumnos aprendieron. En esos casos la ensefianza —
dicen Brousseau y Centeno- se transforma en un sistema sin memoria (ya que no se apela a
lo efectivamente ocurrido en la clase sino a lo culturalmente establecido fuera de ella).
Resulta entonces que la construcciéon de una memoria de la clase que pueda constituirse en
un referente para producciones futuras de los estudiantes depende de las oportunidades

que hayan tenido de ubicarse en una posicién de produccion.

Marie-Jeanne Perrin Glorian (1993) avanza en el estudio de situaciones que apelen a la
historia de producciéon de la clase. Es asi como identifica un tipo de situaciones que llama
“de evocacion” ( ‘de rappel’) en las que el docente propone recordar una o varias situaciones
ya tratadas sobre un tema y reflexionar sobre ellas sin realizarlas nuevamente. De esta
manera —analiza la autora- se apunta a fortalecer los procesos de despersonalizacién y
descontextualizacién de conocimientos. A partit de esta evocacidén los alumnos son
convocados a recuperar el sentido y el estatuto de los conocimientos en juego en las
situaciones realizadas. M. J. Perrin Glorian distingue dos tipos de situaciones de evocacion:
las que evocan una situacion de accién, no inmediatamente después de realizada sino otro
dia, y las que se refieren a una serie de problemas sobre un tema, que ha abarcado un

petiodo prolongado de tiempo.

Al verse confrontados a la necesidad de hablar sobre lo hecho sin volver a realizarlo, las
situaciones del primer tipo, ofrecen la oportunidad de reconstruir, para quienes no lo han
hecho en el momento de la accién, el papel que tienen para el aprendizaje los problemas
abordados. La reflexién que se realiza contribuye a la despersonalizaciéon de las soluciones
en la medida en que éstas son retomadas y expuestas por alumnos que no necesariamente
intervinieron en su produccion; también se favorece un proceso de descontextualizacion
dado que al retomar en frio la situacidén, comienzan a dejarse de lado los detalles para

centrarse en las cuestiones mas importantes.

Las situaciones del segundo tipo, apuntan a integrar una serie de problemas en un proceso
que se interioriza con un nuevo sentido. Al establecerse relaciones entre diferentes

situaciones, se produce una articulacién entre viejos y nuevos conocimientos.
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Entendemos que para el caso que nos convoca de la ensefianza de la fundamentacion es
necesatio considerar la posibilidad de volver sobre las practicas y de evocar conocimientos
producidos en otro momento para revisar las explicaciones ya producidas en distintos
contextos de trabajo y reformularlas otorgandoles cada vez mayor generalidad. I.a memoria
de la clase aparece asi como un componente sustantivo de las fundamentaciones que van

emergiendo.

3.5 LA FUNDAMENTACION Y EL. CONTEXTO DE
TRABAJO DEL AULA

Hemos planteado un encuadre de la fundamentacién donde priorizamos la busqueda de
explicaciones que promuevan el entendimiento por parte de los alumnos frente a las
posibles formalizaciones”. Las fundamentaciones surgirin para dar cuenta de la posicién
de un cierto alumno, para dar fuerza a la afirmacion de otro alumno, para convencer a un
compafiero de la veracidad de una sentencia.

El caracter social de la fundamentacién, en tanto explicacion dirigida a otro, que ya hemos
mencionado en el apartado sobre la Fundamentacion y sus caracteristicas, nos conduce a
imaginar que el contexto del aula es el propicio para estudiar su emergencia. En tal sentido
la comunidad de referencia para las fundamentaciones es la propia comunidad aula.

Si bien ya hemos mencionado este hecho queremos volver a ¢l en este punto pues deriva
de esta concepcién de la fundamentacién algunas precisiones para la actividad en el aula.

La comunidad aula designa por un lado una comunidad de pares que emula algunos

aspectos de la comunidad matematica (la de profesionales del campo disciplinar) en tanto

% Muchos autores han sefialado que la busqueda del formalismo suele preocupar mas a los estudiantes que la
bisqueda de explicaciones (tal el ejemplo de Balacheff sobre las diagonales del poligono comentado al
respecto de los aspectos formales en Raman, (2002:12)) llegando a ver incluso en explicaciones erréneas pero
dotadas de un cierto formalismo una explicacién valedera. Creemos que considerar a un argumento como
formal o no formal depende de quien es el interlocutor para ese argumento. De todos modos, mas alld del
interlocutor, entendemos que la presentacion de formalismos carentes de significado es en parte consecuencia
de una practica muchas veces empleada en el aula que consiste en mostrar en acto la actividad de demostrar y
esperar que los alumnos procedan a su aprendizaje mediante el ejercicio de la imitacién (ver, en este capitulo
“La Demostracion”). En tal sentido proponemos para la enseflanza de la fundamentaciéon un recorrido
distinto a este que mencionamos, ya que consideramos momentos de produccién de fundamentaciones y de
reflexién sobre las mismas producciones donde se ponga en evidencia para toda la comunidad aula, mediante
el andlisis, los elementos constitutivos de las mismas.
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que entendemos que durante el proceso de fundamentar la comunidad estd buscando una
explicacion que, en funcién de sus conocimientos, resulte plausible. Concebimos al docente
en este modelo como parte de esta comunidad y en tal condicion, creemos que tendra que
autorregular su asimetria de conocimientos y redefinir el modo en que histéricamente se
concibi6 la autoridad en la institucién escolar para dar lugar a un genuino intercambio
intelectual™. Es ese modo en que se configuré en las practicas escolares la autoridad del
docente con relacién al conocimiento el que habilité la posibilidad de que pudiera hacer
afirmaciones frente a los alumnos sin que necesariamente se viera exigido de justificarlas
frente a ellos. Es claro que la sola referencia a la autoridad intelectual del docente como
fuente de verdad no contribuye a la emergencia de practicas fundamentadas por parte de
los estudiantes. Estas nociones de autoridad y asimetrfa son tratadas por Burbules® (1993)
al analizar los posibles roles del dialogo en la clase.

Al mismo tiempo estas dos cuestiones: la autoridad y la asimetria de conocimientos estan
presentes en la TS en las nociones de: contrato didactico (en términos de cuales son las
expectativas de los alumnos respecto de las sanciones docentes y cuales son las del docente
mismo) y de devolucion (que alude a las responsabilidades que el docente tomara por su
cuenta o dejara en manos de los alumnos). Entendemos que estas semejanzas encontradas
en distintos encuadres tedricos se deben a la coincidencia de ambos en el propésito de
reflexionar sobre condiciones que entreguen la responsabilidad de la produccién de ideas a
los alumnos generando un genuino cambio en la posicion del estudiante en clase (una clase
genérica para Burbules y necesariamente matematica para la TS) desde una posiciéon de
pasiva dependencia hacia una de autonomia intelectual.

La comunicacién que sostenga esta comunidad sera una herramienta para producir

. . . . -, 66
fundamentaciones, pero las fundamentaciones trascienden el acto de la comunicacién™. En

% La autoridad que la institucién escolar confiere al docente tiene distintas dimensiones. Nos interesa aqui
considerar una dimensién disciplinar en referencia a su conocimiento de la matematica. Reconocemos otras
dimensiones, aunque no las abordaremos, como por ejemplo la social en referencia a su rol de adulto en la
clase.

gl didlogo es, para Burbules, “una actividad dirigida al descubrimiento y a una comprension nueva que
mejora el conocimiento, la inteligencia o la sensibilidad de los que forman parte en é1”. (ibid, 32). En este
sentido este “didlogo” se constituye en una relacién pedagdgica que da una forma especifica a la situacion de
aprendizaje priorizando la elaboracién de preguntas y explicaciones con el fin de conocer. Este es para
nosotros un punto de encuentro con este autor.

66 Preocupados por la emergencia de la fundamentacién en esta investigacion buscamos describir condiciones
que la propicien. Una de ellas, ya mencionada es la oralidad y por eso hablamos aqui de la comunicacién. Pero
se trata de una comunicacién orientada a convencer, a clarificar, a hacer inteligible, a justificar, operaciones
todas que dan lugar a la produccién de nuevas relaciones. En este sentido, entramada con la funcién de
comunicaciéon hay una funcién epistémica tanto en las fundamentaciones orales como en las producciones
escritas que puedan tener lugar. No obstante entendemos que la fundamentacién se puede continuar
trabajando en otros contextos como la produccién escrita, tal como lo ha hecho Duval. Es por eso que
mencionamos que la fundamentacién puede trascender el contexto de la comunicacién, es decir, que no se
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tal acto de comunicacion se pondran en juego los distintos conocimientos y capacidades
discursivas de los alumnos y sus distintas comprensiones y en tal proceso de interaccién se

construira una fundamentacion que de cuenta del entendimiento de la comunidad.

Ahora bien, la necesidad de fundamentar estard sostenida por el tipo de actividad que se
promueva en el aula. Esta actividad estara enmarcada en las situaciones problematicas que
se presenten pero no alcanzard la presentacion de enunciados a los alumnos para
convocarlos a la esfera de las “practicas fundamentadas”. La presencia, intenciéon e
intervencién del docente es, postulamos, una condicién necesaria para la emergencia de la

fundamentacion.

En el contexto que vamos a tomar en cuenta el docente se encontrard a veces en la

necesidad de sancionar qué se reconoce como una explicacion aceptable y que queda fuera.

Tal sancion no desconocera la posicién de los alumnos. Postulamos que sera necesario

generar con los alumnos acuerdos provisorios que vayan modelando que es lo que la
. A , 22 67

comunidad clase comprendera y aceptara como una fundamentacién’. Sostenemos en esta

investigacion la necesidad de la presencia docente en esta instancia®.

En muchos textos” cuando se menciona las dificultades en el aprendizaje de diversos
modos de razonamiento (en el razonamiento deductivo, en el reconocimiento de
razonamientos validos, y otros) las dificultades del aprendizaje se analizan a partir de los
errores de los alumnos. Creemos que los errores de los alumnos dan cuenta de logicas que
los ellos elaboran en su proceso de construcciéon del conocimiento y no pueden
interpretarse descontextualizados sin tener en referencia el proyecto de ensefianza porque

se desconocen de este modo las condiciones de aprendizaje en las que se generaron. En

agota en esta circunstancia. Reconocemos que la fundamentaciéon podtia ser a su vez un contexto para
desarrollar la comunicacién en clase pero no es éste el objetivo de nuestro trabajo. Cabe la posibilidad de
pensar estas actividades (fundamentar y comunicar) como dialécticas pero no lo abordaremos de este modo.
67 No deseamos que cualquier explicacién tenga el nombre de fundamentacién ya que esperamos que,
mediante esta actividad, la de fundamentar, los alumnos tengan una primera aproximacién escolar hacia la
actividad de demostracién.

5% Ala vez el docente necesita sostén para validar producciones de sus alumnos que no tienen la transparencia
de las sentencias de la matematica. El trabajo docente comienza a alejarse de la matemdtica como udnica
referencia y se acerca al plano didactico. El docente también opera en situacion de incertidumbre.

% Duval (2002: 73) menciona una lista de trastornos/dificultades en el aprendizaje del razonamiento
deductivo tales como, confusién entre hipdtesis y conclusion, entre un enunciado y su treciproco, falta de
control en la verificacién de las condiciones necesarias para aplicar un teorema, reducciéon en la concepcion
de un razonamiento a un conjunto de enunciados unidos por conectores, imposibilidad de detectar saltos en
el razonamiento.
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este trabajo hacemos explicito el proyecto de ensefianza y en primer plano: la tarea docente.
A partir de la descripciéon de ambos podra verse cudles son “los posibles” para esta

actividad de fundamentar.

La TS plantea como condicién necesaria para el aprendizaje que el alumno pueda hacerse
cargo de la responsabilidad intelectual de aquello que se le propone. En este aspecto los
alumnos que no entienden la necesidad de fundamentar o de demostrar o de validar una
respuesta individual estan dando muestra de que esta primera fase necesaria en la tarea de
enseflanza no se ha producido. Una pregunta que este trabajo intenta abordar es como

comunicar esta necesidad.

3.6 LAS INTERVENCIONES DOCENTES

Las investigaciones sobre razonamientos argumentativos y deductivos realizadas por
Duval recortan el problema del aprendizaje de los mismos de forma tal que no aparece la
figura del docente. La ensefianza del uso de grafos — que subrayan las conexiones entre
proposiciones y conclusiones - surge como una herramienta eficaz para superar las
dificultades en la comprensioén de estos razonamientos. Tal herramienta se instala de algun
modo (no relatado por Duval en su texto) en el aula y ésta permite a los alumnos
reconocer la estructura del razonamiento deductivo. La investigacién da cuenta de los
avances de los alumnos aunque no explicita las caracteristicas de las intervenciones

docentes.

Del mismo modo Balacheff (1987, 2000) en su trabajo sobre prueba analiza la dimensién
social de la misma, el funcionamiento de la conjetura y de la comunidad de pares para
aceptar las pruebas. El lector no puede apreciar la forma en la que el docente es concebido
en la dimensién social ni puede precisar el accionar docente en el aula.

No obstante en su trabajo de 2000 a proposito de comprender las implicancias que un
trabajo sobre refutaciones al estilo Lakatos pudiera tener en los alumnos, Balacheff sostiene
que la presencia de una refutacién (que él denomina una contradiccién) podria tener
multiples consecuencias en el trabajo de los alumnos, no siempre las esperadas. En este

sentido el autor menciona que asi como una refutaciéon puede poner en cuestionamiento
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una conjetura asi también puede poner en cuestionamiento el conjunto de conocimientos
en los que el alumno se esta apoyando, la prueba que él puede haber formulado e incluso
puede también cuestionar la propia refutaciéon. Recién en este momento Balacheff
considera el posible accionar docente, pues estaria en manos del docente la produccién de

estas refutaciones.

“Las intervenciones del profesor y su gestion del contrato didactico seran
muy seguramente elementos determinantes para que el cuestionamiento
de los conocimientos, y especialmente de los fundamentos racionales de
la conjetura, sean considerados pertinentes en la presentacion de un
contraejemplo”. (2000: 34).

Esta mencion a las posibles consecuencias de determinadas intervenciones docentes nos
invita a plantearnos que el accionar docente podria pensarse formando parte del milieu-
medio para la emergencia de la fundamentacion. Es decir que en la actividad de
fundamentar existen retroacciones a las propuestas de los alumnos que pueden estar en
manos del docente en tanto uno de los integrantes de la comunidad clase. Tomamos en
cuenta que en ciertas circunstancias otros estudiantes podran confrontar y retroalimentar
las explicaciones desarrolladas por uno de ellos pero en otras estarda en manos del docente
la retroaccién. Ademas las refutaciones del docente vienen imbuidas de su autoridad™ y
ésta es diferente de la de los estudiantes (que sabemos tampoco son idénticas entre si).
Siendo estas autoridades distintas la consideracién de las intervenciones como

retroacciones a una cierta produccién también lo sera.

Con esta idea, tomamos en cuenta la evolucion de la TS a lo largo de estos afios, para hacer
una lectura critica de la forma en que las investigaciones, a las que nos referimos, han
considerado (o no lo han hecho) al docente. Necesitamos mencionar que, naciendo a
mediados de los 70, la TS comenzé un desarrollo importante entre los 80 y los 90. Por
entonces la teorfa concebifa que “las situaciones didacticas eran las situaciones que sirven
para enseflar sin que se considere el rol del profesor” (Brousseau, 2007: 17). Esta
modelizaciéon de la ensefianza fue evolucionando, gracias al aporte de un importante
nimero de investigaciones que han dialogado con la teorfa y la han ido enriqueciendo al
mismo tiempo, hacia una concepcioén, la actual, en la que “la situacion didactica es todo el

entorno del alumno, incluidos el docente y el sistema educativo”™ (ibid., 18).

70 - . ) . . .

Como ya hemos sefialado en el apartado 3.5, nos referimos aca a un tipo de autoridad que considera al
alumno como intelocutor intelectual y en este sentido es esencialmente diferente de los modos histéricos en
los que se concibi6 la autoridad del docente en la institucion escolat.
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En esta investigacién, estudiamos la emergencia de una forma de trabajo en la clase de
matematica. A diferencia de un importante nimero de investigaciones dentro del marco de
la TS no estudiamos la construccién de un conocimiento (matematico) por parte de los
estudiantes, sino la emergencia de un tipo de practicas (la fundamentacién) en la clase de
matematica. De todos modos —no podria ser de otra manera- estudiamos las practicas de
fundamentacién que emergen a raiz del trabajo sobre un cierto campo conceptual (en
nuestro caso el de la funcién exponencial) y asumimos que para que la fundamentacion de
las ideas sea posible es necesario que el objeto de estudio especifico esté cargado de sentido
para los alumnos al tiempo que sostenemos que la fundamentacién sobre las practicas carga
de sentido a los objetos de estudio. En otros términos el trabajo sobre la fundamentacién a
propésito de un concepto matematico requiere que ese objeto esté dotado de sentido para
los alumnos y provee de sentido a ese concepto. Desde esta perspectiva nuestra referencia a
la TS es doble: como marco para estudiar la emergencia de practicas fundamentadas y
como marco para estudiar la ensefianza de un cierto campo de ideas (las vinculadas a la
funcién exponencial)”'.

Nuestro estudio se enmarca entonces en el espectro de investigaciones de didactica sobre la

emergencia de una nocién desde la perspectiva que explicita Brousseau:

Los estudios concretos de la teoria de las situaciones indican en qué
condiciones precisas la ensefianza de tal nocién es posible y bajo qué
forma, e indica asimismo que esas condiciones nunca son extremas. La
conclusion es casi siempre la siguiente: las intervenciones didacticas son
regulaciones destinadas a mantener equilibrios, mas que a producir
directamente efectos, y esas regulaciones son especificas de la nocion
matematica (ibid., 17)

Elegimos estudiar las interacciones entre docente y alumnos que apuntan a la emergencia
de fundamentaciones haciendo foco en el accionar del docente. Es por eso que hablamos
de “intervenciones docentes”. Como ya hemos dicho, creemos posible considerar que el
objeto milieu de la TS puede estar compartido por las situaciones problematicas y por
ciertas intervenciones del docente. Estamos imaginando un docente que no se aparta de la
escena de interacciéon alumnos-situaciones problematicas. Desarrollamos a continuacién

esta propuesta.

"1 Del mismo modo las investigaciones de Balacheff sobre la prueba que también estd en las esferas de la
practica se enmarca en la TS. Pedemonte, Barallobres y otros también utilizan el marco de la TS en el estudio
de practicas de la matematica tales como la demostracién y o la validacién.

85



Sadovsky y Sessa (2005: 86) sostienen que el concepto de wmilien incluye “tanto una
problematica matematica que el sujeto enfrenta, como un conjunto de relaciones,
esencialmente también matemadticas, que se van modificando a medida que el sujeto
produce conocimientos en el transcurso de la situacién, modificando en consecuencia la
realidad con la que interactia” 2. ILa descripcion de la situacion adidactica en la que el
alumno se enfrenta al milieu requiere, en términos de las autoras, de la identificacién de dos
interacciones: las del alumno con el milieu y las del docente con el alumno. Sobre ellas

explicitan:

“Las interacciones entre docente y alumno a propésito de la interacciéon
del alumno con el milieu se describen y se explican a través de la
nocién de contrato didactico. Esta herramienta tedrica da cuenta de las
elaboraciones con respecto a un conocimiento matematico en
particular, que se producen cuando cada uno de los interlocutores de
la relacion didactica interpreta las intenciones y las expectativas —
explicitas e implicitas- del otro, en el proceso de comunicacion. Los dos
tipos de interacciones - sujeto/milieu y alumno/docente- que se
separan en el analisis tedrico, constituyen una trama en la cual se
inscriben los procesos personales de aprendizaje”.

Para realizar esta descripcion se parte del supuesto de un milieu inicial, en el que el alumno
encuentra resistencias y retroacciones. En la problematica de la fundamentacién, su
enseflanza y su aprendizaje, cteemos que el espectro de producciones posibles por parte de
los alumnos es de una dimensién tal que es poco probable diseflar un milieu que responda
a todos ellos prescindiendo de toda intervencién del docente. Consideramos, del mismo
modo que Hersant y Glorian (2005: 117), que las situaciones que hemos diseflado con los
docentes tienen cierto potencial adidactico”. Al mismo tiempo y con tespecto a la amplitud
de producciones, creemos que aun teniendo en cuenta el analisis previo del docente (en
este caso en el taller pero en la practica usual generalmente solo) la complejidad que alcanza
la ensefianza, en la medida que nos situamos en niveles superiores de enseflanza, hace
mucho mas rico y diverso el espectro de posibles producciones de los alumnos y en tal caso

la figura del docente surge como necesaria para maniobrar en tal contexto.

2 Como venimos sosteniendo, la practica de la fundamentacién es intrinsecamente social: la comunidad clase
(o parte de ella) reacciona frente a una cierta produccion a partir de la cual los autores de dicha produccién
pueden transformar sus ideas; es decir, el milieu de un sujeto se transforma por las reacciones de los otros a
su propia produccion.

73 Como sefialan las autoras “esto significa que existe un milieu, que provee algin tipo de feedback sobre las
acciones de los estudiantes, pero que tal feedback puede ser insuficiente para que los alumnos produzcan
nuevo conocimiento por si mismos”. En este caso no estamos analizando un conocimiento disciplinar sino
una practica. Insistimos en la aclaracién .
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. 74 . . oy
Es por eso que concebimos™ algunas intervenciones docentes como parte del milieu en
tanto que otras seran las interacciones descriptas por Sadovsky y Sessa bajo la
denominacién de “interacciones docente-alumnos” y se inscriben en el concepto de

devolucién.

De este modo, este docente que imaginamos no se abstiene, por lo tanto, de intervenir en
esta fase de interaccién alumnos — problemas. Sin embargo sus intervenciones estan
sometidas a un control (que ya mencionamos y que estd destinado a autorregular su

asimetrfa) y a una constante devolucién a los alumnos del problema en cuestion.

La intencién (que trabajamos con las profesoras en la fase del taller) del docente, en la
primera fase de trabajo en pequefios grupos, es por un lado, la devolucién a los alumnos
del problema (lo que no siempre se alcanza con homogeneidad en una clase). Por el otro, a
partir de algunas producciones y mediante la interaccién docente-alumnos, la intencién sera
la de generar nuevos “desequilibrios” para que los alumnos, (a partir de la reflexién sobre el
trabajo de resolucién en los pequefios grupos) al resolverlos, puedan hacer evolucionar
dichas producciones. Entendemos, por lo tanto, al docente como un regulador de la

situacion didactica.

Las posibilidades de la intervenciéon docente nos remiten a la nocién de contrato didactico
- como ya lo hemos mencionado - pues la participaciéon docente se apoya en las
expectativas que los docentes tienen respecto de sus alumnos y de qué es posible para ellos,
en tanto también se apoyan en las propias producciones de los alumnos quienes elaboran y
construyen ideas y resoluciones y las fundamentan apoyados en concepciones personales

sobre qué es lo que se espera de ellos y qué queda en manos del docente.

Es decir que ambos tienen una serie de expectativas respecto del area de incumbencia del
otro (el alumno espera tal vez que el docente sentencie la pertinencia o adecuaciéon de una
fundamentacién, en tanto el docente espera que el alumno controle sus producciones y
desee encontrar le mejor explicacion posible, o tal vez incluso no espere que sus alumnos

estén en condiciones de entrar en el juego intelectual de las pruebas y refutaciones).

74 La concepcién de tales intervenciones pasé entonces por una dimension mds teérica y formal y luego por
una concepcion del orden de la practica en el momento de pensar junto con los docentes —durante el taller -
cémo podrian ellos intervenir frente a ciertas posibles producciones de los alumnos.
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Las intervenciones docentes viven en el aula recreando este contrato que nunca es explicito
(respecto del conjunto de obligaciones y derechos que cada parte cree tener y que cree
también tiene la otra), pero también modificando otros contratos precedentes, y de este
modo, dandole claridad a los aspectos de este nuevo que difieren del conjunto de reglas que
han vivido previamente en la clase de matematica. .a nocién de contrato didactico permite

de este modo interpretar la actividad en el aula.

En este sentido estaremos observando al docente. Mas aun, nos proponemos estudiar las
intervenciones docentes de forma tal de configurar modos de intervenciéon que dan cuenta
de objetivos para la enseflanza que fueron analizados en los talleres donde se conformé una
intencién a través del proceso de planificacién compartida. Dicho de otro modo, en esta
investigacién el taller fue un espacio de configuracién de la actividad de las docentes por
cuanto se realizé alli la produccion del material a llevar a las aulas con una modalidad de
trabajo. Habiendo discutido en tal espacio los objetivos alcanzables en términos de un
conjunto de condiciones-restricciones (los alumnos, el tiempo disponible, la necesidad de
evaluar, el tamafio de los cursos, el curriculo a desarrollar en el afio escolar) entendemos
que cada docente conformé para si mismo una intencidn, atravesada por concepciones
personales relativas a su forma de imaginar su gestion de la clase y, por lo tanto, no
homogéneas. Observaremos sus intervenciones proponiendo interpretarlas a la luz de las
intenciones forjadas en el taller. También intentaremos dar cuenta del sentido que ellas
pueden adquirir para los alumnos a propésito de su proceso de aprendizaje de la actividad

de fundamentacion.

Como hemos mencionado en el Estado del Arte de este trabajo, Hersant y Glorian sefialan
que en las clases de la escuela media de Francia los docentes han reemplazado las viejas
practicas de “exposicion-ejercitaciéon” por “clases dialogadas” que se caracterizan por
interacciones cortas entre docentes y alumnos. Las autoras entienden que estas practicas
son una forma en la que los docentes responden a un cambio de paradigma para la
enseflanza (de la mano del constructivismo) que no pueden llevar “efectivamente” al aula.

En nuestra investigacion, esta forma de trabajo que no fue explicitamente formulada vy
analizada durante el taller, ha sido también una alternativa de gestiéon en el aula que las
docentes propusieron y llevaron adelante a partir de la formulacién de la secuencia a poner
en practica. Si bien parte de estas actividades era habitual para ellas (la disposiciéon en

pequeflos grupos, la discusion en fases colectivas de trabajo) la forma y caracteristicas que
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tomaron sus intervenciones fueron propias de esta experiencia (tal y como lo expresaron
las mismos docentes en los talleres finales luego de haber finalizado la experiencia en aulas).
En tal sentido creemos que el andlisis de sus intervenciones serd un aporte sustantivo de

esta investigacion.

Analizaremos las intervenciones docentes teniendo en cuenta tres esferas o dimensiones:
a  Operaciones de transformacién que el docente realiza a partir de las producciones de
los alumnos:
i Sipromueven una re-elaboracion de las producciones de los alumnos.
i St ofrecen herramientas para que los alumnos se cuestiones sus producciones
i St completan, enriquecen o cuestionan las producciones de los alumnos.
iv  Silas reelabora o las retoma a la luz de otras cuestiones o preguntas
v Silas reutiliza para contestar otras preguntas.
b Acciones dirigidas a promover interacciones entre alumnos: en esta esfera
privilegiamos el aspecto social de la actividad de fundamentar,
1 Stiintentan promover la colaboracién entre los alumnos.
i Si tienen como propoésito confrontar distintas posiciones elaboradas entre distintos
grupos de alumnos
¢ Interveniocnes directamente relacionadas con el analisis de las fundamentaciones: en
esta dimension consideramos operaciones del orden de lo metamatematico,
1 St realizan junto con los alumnos un analisis de las producciones en términos de la
forma que adquiere una fundamentacion.

i Sireconstruyen la génesis de la produccion de la fundamentacion.

3.7 LA INTENCIONALIDAD DEL DOCENTE

Entendemos que el docente llega al aula con un proyecto, parcial o completamente acabado
en el que existen un conjunto de premisas que ¢l respetard como condicién sine qua non
o tal vez se permita a si mismo pequefios permisos para pasar por alto algunas de ellas.
Dichas premisas corporizadas en su intencionalidad tienen consecuencias en su gestion de
clase. Esta intencionalidad puede ser tan implicita como el mismo contrato didactico, pero
puede también explicitarse y modificarse a lo largo de un proyecto de ensefianza. Para que

ello ocurra es necesaria la discusion con pares, el conflicto, el disenso, diferentes
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perspectivas que permitan desnaturalizar la propia. Un gran espectro de preguntas pueden
servir de disparador para producir la emergencia de estas premisas. El docente puede
desear una clase ordenada, una clase sin ruidos, una clase sin conflictos. El docente puede
considerar indispensable que todos y cada uno de sus alumnos alcancen un cierto nivel de
comprensién de las nociones que se estan ensefiando, o puede considerar que siendo los
tiempos individuales de gran diversidad este recorrido se lograra en el mediano plazo.
Todas estas expectativas operan en el momento de concebir la posibilidad de trabajar la
emergencia de la fundamentacién. Las docentes de este equipo describieron sus clases en la
entrevista inicial como: ruidosas, desorganizadas para un espectador no entendido, clases
en las que de manera espontineas surgen discrepancias. Esto nos dio sefiales de un grupo
de docentes que privilegiaban la produccién de ideas. En tales escenarios el orden es muy
dificil de conseguir, el docente debe maniobrar el desorden y el caos.

Al hablar de intencionalidad docente estamos de algin modo aglutinando un conjunto
de caracteristicas del trabajo docente que partiendo de concepciones que los profesores
tienen con respecto a la disciplina, a su enseflanza y a su aprendizaje, a las posibilidades de
sus alumnos, se materializan en su accionar en clase. En particular, en referencia a la
posible emergencia de la fundamentacién, recortamos este espectro de caracteristicas
cligiendo de entre todas las posibles aquellas que se refieren a: a) el andlisis de las
producciones de los alumnos en situaciéon de oralidad, b) las disposicién a tomar las
producciones de los alumnos como eje de la produccién de respuestas y de

fundamentaciones, y ¢) el reconocimiento del alumno en tanto intetlocutor intelectual.

En relacién a los tres aspectos recién sefialados una marca de la vida escolar es la
concepcion que el docente tiene con respecto al error. En tanto el error es una forma de
interpretar las producciones de los alumnos entendemos que es un tema de relevancia para

esta investigacion y que conforma en parte la intencionalidad del docente

El docente plantea en su clase un conjunto de actividades que, analizadas en forma previa
a la clase, tendran un curso previsto por ¢él mismo. En algunas ocasiones los docentes,
habiendo previsto un tipo de desarrollo por parte de sus alumnos, conciben como error
todo aquello que se aleja de sus propias concepciones. Es decir que analizan las respuestas
de sus alumnos con una vara que mide la cercania o la lejanfa respecto de lo que ellos han
previsto. El error es entonces “la respuesta inesperada”. El docente podra sugerir que hay

otra forma de razonar sin involucrarse en las propuestas de sus alumnos. Ademas podra
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creer que son erréneas las producciones de sus alumnos que no revisten las caracteristicas
por ¢l imaginadas. La fundamentacién es una actividad donde docente y alumno deben
involucrarse con una cierta paridad. Queda en manos del docente ahondar en las
caracteristicas de los razonamientos producidos por los alumnos, ain cuando se haga
evidente que algunas explicaciones quedan fuera del espectro previsto por el mismo
docente”.

El Taller ha sido un espacio de reflexién sobre estas cuestiones en las sesiones previas a las
observaciones de clase y en las posteriores. En las primeras, el Taller dio a las docentes un
amplio abanico de alternativas para tener en cuenta en el momento de la clase. Con
posterioridad las docentes reconocieron que este abanico les dio impulso para animarse a
correr el riesgo de entrar en didlogos y confrontaciones que no sabian hacia donde los

; 76
conducia con certeza'.

En referencia a esto es interesante considerar la observacién de Sadovsky (2005: 46), para
quien, la actividad que potencialmente un problema permitiria desplegar no esta contenida
en el enunciado del problema sino que depende sustancialmente de las interacciones que a
proposito del problema se pueden generar. En tal sentido el problema es planteado con la
intencién de tener un contexto a partir del cual proponer a la clase algunas cuestiones mas
tedricas. “Entre su intencién matematico-didactica y su apreciacidn sobre las posibilidades

de la clase, el docente elige un contexto que permite generar trabajo matematico en el aula”

(ibid., 49)

3.8 SINTESIS DEL CAPITULO

Este capitulo encuadra tedricamente la investigacion. Hemos desarrollado los conceptos
centrales que previmos necesarios para diseflar la investigacion y a su vez aquellos que
emergieron a partir del andlisis de datos. Los conceptos generales de la TS han estado
presentes desde el comienzo y también aquellos desarrollados por autores como Duval y
Balacheff a quienes consideramos los referentes principales en el estudio de los
razonamientos argumentativos y deductivos, en particular, la prueba. Ante la necesidad de

concebir un trabajo en clase de una forma particular de razonamientos matematicos que

7> En el capitulo 6 analizaremos una produccion inesperada de un grupo de alumnos y la exigencia que opera
en el docente para la gestién de clase. Ver 6.1.3 Problema de los piojos. Una produccion inesperada.
7% Remitimos a las conclusiones del capitulo 5 sobre el taller.
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entendemos son fértiles en la ensefianza de la matematica hemos desarrollado el concepto
de Fundamentacién. A partir de él y abocados a sefialar condiciones de la ensefianza que
pudieran favorecer su emergencia hemos recorrido los conceptos (algunos de ellos
presentados por otros investigadores en otros contextos) de debate, modelizacién, oralidad,
incertidumbre y tiempo didactico.

Nuestro recorte toma al docente como centro de observacion y es por eso que finalmente
hemos desarrollado los conceptos de intervenciones docentes — proponiendo en este caso
algunas modificaciones a los modos de concebir las intervenciones docentes que la que

propone la TS —y de intencionalidad docente.

Para finalizar y tomando los elementos destacados que hemos desarrollado, proponemos
una hipétesis de trabajo que fuimos configurando durante todo el proceso de produccion
tanto del marco tedrico como de la secuencia de problemas en discusion con los docentes

del taller:

“Para que los alumnos se involucren en un proceso de fundamentaciéon los
enunciados a trabajar, explorar, demostrar, justificar deben estar cerca de ellos en
el sentido de que comprometan aspectos de los objetos matematicos que se estén
estudiando que puedan ser observados por ellos mismos en un proceso de
exploracion y produccion de conjeturas. A la vez la actividad de fundamentacion
profundiza la comprension y la construccion de sentido a proposito de los
objetos matematicos que se estudian. El contexto da sentido a la
fundamentaciéon. La fundamentacién como proceso esta sostenida, asegurada o
evaporada por la situacién que la enmarca, la promueve, la justifica o la ignora.
La incertidumbre de los alumnos con relaciéon al valor de verdad de una
proposicién o con respecto a la validez de un procedimiento es una importante
propulsora de fundamentaciones cuando los estudiantes han asumido la
responsabilidad de su trabajo. El contexto oral de produccién de conocimiento
iniciado a partir del trabajo en pequefios grupos y coronado por discusiones
globales donde se propicien debates para la confrontacién de las diferentes
producciones es un escenario que abona a la emergencia de la fundamentacién.
Durante todo este proceso las intervenciones docentes - tanto aquellas que

entendemos son retroacciones como parte del milieu como las interacciones
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alumno-docente que se entrelazan con las del alumno-milieu - seran elementos
cruciales para la emergencia de la fundamentacion en la medida que el docente

pueda autorregular su asimetrifa de conocimientos.”
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4. METODOLOGIA DEL TRABAJO

4.1 Caracteristicas generales de esta investigacion

Esta investigacién aborda el estudio de condiciones didacticas para la ensefianza de la
fundamentacién en clases de matematica de la escuela media. Dado que el concepto de
fundamentacion es definido por este mismo trabajo y ante la ausencia de investigaciones
anteriores que estudien este tipo de practicas en la escuela definimos a esta investigacion de
caricter exploratorio. Habiendo llevado a las aulas un proyecto de enseflanza —
desarrollado por esta propia investigacién - y habiendo observado su desarrollo en un

numero de clases la investigacion reviste un caracter empirico.

Nos parece importante sefialar también que, en la medida que hemos disefiado un espacio
de producciéon del material a llevar a clase junto con un espacio de reflexiéon sobre esta
practica y sus posibles caracteristicas en la escuela, la investigacion tiene una fase de
intervencion. Para dar cuenta de esta caracteristica remitimos al lector al préximo
capitulo denominado el Taller donde relatamos el proceso a través del cual se fue
configurando una intencionalidad didactica entre docentes y coordinadores del proyecto.
En dicho capitulo explicamos detalladamente cual fue el objetivo de la conformaciéon de
este ambito de produccién y las caracteristicas que fue asumiendo a lo largo de su
funcionamiento. Hemos propiciado este espacio de trabajo ya que entendimos que era
preciso analizar junto con las docentes y recrear con ellas las posibilidades, obstaculos y
limites que una propuesta didactica como ésta podria alcanzar en sus clases sin que esto se
tradujera en una fijaciéon de pautas. No obstante fue para nosotros evidente la idea de que
para poder investigar las condiciones didacticas de una practica que no esta actualmente
concebida o arraigada en una tipica clase de la escuela media era necesaria esta fase de la
investigacién. Utilizamos la denominacién metodolégica usual de intervencién pero
precisamos que las docentes han sido productoras y no ejecutoras de un plan disefiado en

77
forma externa’’.

77 Mencionamos otros trabajos como el de Heinze (2008:443) quien realiza una investigaciéon a la que
demonima “de intervencién” puesto en ella un grupo de docentes ensefian determinadas técnicas o utilizan

94



Por otra parte, la consideraciéon de los docentes en el taller tiene algunos elementos
etnograficos, en la medida que nos hemos acercado a las docentes reconociendo en ellas el
conocimiento del que habita el espacio que queremos observar (Rockwell, 2009) . La
conformacién de un equipo de produccién entre los integrantes del equipo de investigacién
y las docentes tuvo en cuenta su lugar de sujetos que conocen las reglas de juego del
espacio en el que se mueven y que las utilizan mis o menos implicitamente. Ademas
pueden reflexionar sobre ellas descontextualizando y tomando la distancia necesaria como

aquella en la que se ubica el investigador.

Como ya hemos mencionado en el marco Teodrico de esta investigaciéon tomamos como
referencia la TS para comprender y analizar la ensefianza de la matematica. De tal encuadre
se derivan algunas consecuencias metodologicas.

En primer lugar y dado que nos interesa dar condiciones para la ensefianza de la
fundamentacién, un tipo de practica que, sabemos, no esta instalado en la escuela, hemos
necesitado problematizar su enseflanza con las docentes convocadas a la investigacion.
Esto nos posiciona, por un lado, distantes de la ingenieria didactica ya que ella concibe al
docente en una etapa de comunicacién pero fuera de la etapa de producciéon de las
secuencias que se desarrollaran en clase y, por el otro, distante de la concepcion naturalista
que va a investigar las practicas sin ningin tipo de intervencion. Esto dltimo no es posible
para una actividad no considerada por el curriculum de matematica.

Esta necesidad de problematizar la ensefianza con docentes se satisface disefiando una fase
inicial en la investigacién que da un marco tanto para el analisis y estudio de esta actividad

como para el disefio de una secuencia de ensefianza que la tuviera en cuenta. Este lugar se

llamara “el Tallet”.

Creemos que la idea que propicia la Ingenierfa Didactica de dejar al docente fuera de la fase
de disefio de la secuencia tiene una importante afinidad con la concepcién - ya mencionada

en el Marco Tebrico- segun la cual la enseflanza de una nocién se estructura a partir de

un material para la enseflanza disefiado por la investigaciéon en clases regulares. Esto significa que la
investigacion no se desarrolla fuera del aula, por un lado, y por otra parte, que no se estd estudiando la
enseflanza habitual sino que se ha desatrollado alguna ingenierfa especifica para su estudio.
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situaciones adidacticas que ocurren sin la intervencion del docente (esto es con una
presencia pero sin intervencién). En funcién de nuestra conceptualizacion de situacion
adidactica y de un docente siempre presente e interviniendo pero autorregulando su
asimetria hemos concebido necesaria su participacion en el disefio de las situaciones
problematicas, entendiendo que en esta escena cada uno de ellas aportarfa no solo los
imprescindibles datos de sus alumnos, escuelas, entornos de trabajo (lo que organiza un
conjunto de posibles y de restricciones) sino también sus personales concepciones de lo
posible en clase basadas en sus concepciones sobre la matematica, su enseflanza y su
aprendizaje’.

Pensamos que este conjunto de variables que aportan los docentes interviene,
silenciosamente, en el momento de la clase a partir de su intencionalidad. Creimos
inicialmente - y constatamos luego - que la participacién en el taller fue un potente
organizador de intenciones en clase. Su participacién en la construccién del proyecto de
enseflanza, la discusiéon con otros —que permitié desnaturalizar conocimientos y practicas-

resultaron fundamentales para la conformacion de la intencién docente.

Luego de cinco meses de trabajo en el Taller y ya producido de manera compartida un
proyecto de enseflanza, comenzé la fase de observacién de la secuencia en clase. La
observacién fue tanto participante como no participante” segtin los momentos de la clase.
La misma quedd registrada en notas y audio.

Durante el perfodo de observacion de clase las docentes continuaron participando del

Taller con el objetivo de compartir sus primeras experiencias, recibir retroaccién de los

78 Rockwell (ibid., 27) distingue entre dos conocimientos locales: el saber pedagdgico y el saber docente. El
primero, “contenido en la pedagogfa como disciplina académica, es tradicionalmente un discurso prescriptivo;
tiene distintas fuentes, filosoficas y experienciales, discusiones politicas e ideolégicas, contribuciones diversas
de la psicologia y de las ciencias sociales, y reflexiones de los grandes educadores....Con la idea de saber
docente se valora un conocimiento con otra existencia social, que se objetiva de otra manera: ya no en el
discurso de la pedagogia, sino en el quehacer cotidiano de los maestros, de cualquier maestro. [...] El saber
docente corresponde a la prictica de la ensefianza, pero incluye también los demas conocimientos que
requiere el trabajo de maestro, saberes que a veces subvierten o distorsionan las funciones formales de la
educacién, pero que también pueden enriquecer la ensefianza”.

79 Mencionamos ambos tipos de observaciones pues durante algunos tiempo de trabajo en el aula, al que nos
hemos referido como “trabajo grupal” o también situacion adidactica el observador circulaba entre los grupos
tomando notas y grabando en audio las conversaciones y también manteniendo dialogos con los alumnos
para conocer sus estrategias de resolucion de problemas, las dificultades con las que se topaban y aquellos
modos de razonamiento que no quedan registrados en los escritos de los alumnos. Estos didlogos se
realizaron cuidando no resultaran disruptivos respecto tanto del clima de clase como del propio trabajo de los
alumnos. En cambio cuando las clases entraban en las fases de puesta en comun la observaciéon fue no
participante para as{ minimizar la presencia del observador que no deja de ser extrafia para los alumnos.
Como menciona Rockwell (2008: 117) en el caso de estudios etnograficos: “La etnograffa se propone
conservar la complejidad del fenémeno social y la riqueza de su contexto particular; por eso la comunidad, la
escuela, o en todo caso el barrio y la microzona son el universo natural de la investigacion etnografica”.
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otros docentes, ajustar alguna parte de la secuencia todavia no implementadas en funcién
de las primeras experiencias y continuar la discusién de las “posibles fundamentaciones” en
clase en términos de la gestién docente.

El Taller finalizé dos semanas después de la tltima clase observada y de este modo dimos
fin al trabajo de campo. En algunos cursos se implement6 una actividad extra final que fue
filmada. Esta actividad no fue formulada en el taller sino que partié del equipo de
investigacién y fue consensuada con las docentes que pudieron realizarla.

En los dltimos encuentros del Taller dedicamos tiempo a la reflexién sobre esta etapa de la
puesta en marcha de la secuencia de exponencial y pedimos a las docentes que elaboraran

conclusiones sobre los aspectos mas destacados de todo este proceso.

Vamos ahora a relatar en detalle cada una de las fases de esta investigacion.

4.2 El campo

En esta investigacion hay dos “campos”. Uno de ellos es el espacio de produccién, estudio
y reflexiéon organizado con el grupo de docentes y el otro es el que se conforma en las
clases de matematica. Los distinguiremos denominando al primero el campo - docente y al

segundo el campo — aula.

4.2.1 La entrada al campo - docente

Realizamos una amplia convocatoria a docentes de escuela media en capital que dictasen
cursos de matematica en cuarto afio preferentemente. Como ya hemos mencionado en el
Estado del Arte el area de la geometria ya ha sido indagada en relacién con los
razonamientos argumentativos, deductivos, la prueba y la demostraciéon. Es por eso que
tomamos la decisién de investigar la fundamentacién fuera de dicha area. Esto nos abri6 las
puertas a otras zonas tales como el algebra y el estudio de funciones que se desarrolla entre

cuarto y quinto afio y termina con nociones de calculo, segiin las orientaciones.

97



Se convoco a un grupo de docentes de CABA que ya habifan participado en otras instancias
de capacitacién en el organismo del CEPA™. En funcién de las respuestas de los docentes
se pre-seleccioné un grupo de 8 docentes y se pacté una entrevista con cada una. El
objetivo de la entrevista era conocerlas en profundidad, conocer su recorrido como
docentes, su formacién matematica y su experiencia en clase, su visién de la matematica y
de los alumnos. Al mismo tiempo les dimos a conocer las caracteristicas centrales del
proyecto — el objetivo de la investigacién, nuestras ideas iniciales y primeras
configuraciones para su desarrollo — para de este modo tener una cierta retroaccion acerca

del interés de los docentes.

Participar en un proyecto de estas caracteristicas demanda de los docentes una disposicién
a revisar junto a otros sus modalidades actuales de enseflanza, a analizar propuestas nuevas,
a discutir sus fundamentos y condiciones, a implementarlas efectivamente, a ofrecer sus
clases como un espacio de observacién y a participar de un analisis reflexivo del trabajo

realizado.

Por otra parte querfamos contar con docentes que hubieran tenido una experiencia previa
tanto en la institucién como en el afio en el que estaban ensefiando. Dado que se les
plantearia posiblemente una forma distinta de trabajo resultaba importante que esta
novedad no fuera solapada con otra como, por ejemplo, trabajar en ese afio por primera

vez o ser un docente nuevo en la escuela elegida.

La entrevista tuvo ademas el propdsito de establecer una relacion de confianza entre las
docentes y el equipo de investigacién® para el futuro trabajo que se realizaria en el taller de
produccién de la secuencia. Se entregd a las docentes un texto para que leyeran donde se
presentd una sintesis de nuestras ideas a ese momento sobre las caracteristicas que este
trabajo podria tener: una breve explicaciéon formal y una secuencia de actividades para
desarrollar (Apéndice N° 3). Se aclar6 entonces que este texto no forzaba ninguna decisién
sobre el tema de ensefianza a trabajar sino que era simplemente una herramienta para

encarar la discusion sobre la problematica de la fundamentacion.

80 CEPA, Centro de Pedagogias de Anticipacién, es una Escuela de Capacitacién Docente, un espacio
publico dependiente del Ministerio de Educacion del Gobierno de la Ciudad de Buenos Aires. Definido como
un ambito de encuentro, estudio y reflexién ha ofrecido cursos a profesores de la escuela media en temas de
enseflanza de la matematica utilizando un enfoque didactico cercano al que proponemos en este trabajo.

81 El equipo de investigacién del proyecto estuvo integrado por el profesor Horacio Itzcovich como
coordinador por la Direccion de Curricula, la Dra. Patricia Sadovsky en calidad de especialista invitada y yo
como coordinadora e investigadora del proyecto.
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A partir de estas entrevistas se convocé a un grupo de 6 docentes™ y se organiz6 un taller.
El taller se desarrollé entre los meses de Abril y Noviembre. Los encuentros tuvieron
hasta julio, una frecuencia semanal de 3 horas de duracién y a partir de Agosto —momento
en que comienza la implementacién de la secuencia en las aulas- se desarrollaron cada 15
dfas. Se llevaron a cabo en total 24 encuentros. Una docente debi6é abandonar el taller
transcurrido un 40% de los encuentros y finalmente fueron 5 las docentes que
permanecieron en el proyecto. Estas docentes seran identificados en este trabajo como
Doc,, hasta Docg, siendo la sexta docente quien luego dejé el proyecto. Los coordinadores
seran reconocidos como Coord, y Cootrd, y la investigadora especialista invitada como Esp.

Esta identificacion se utilizara en el capitulo 5 donde transcribiremos algunos dialogos.

4.2.2. Sobre los docentes

Para cuando habiamos dado inicio al taller, transcurridas algunas semanas desde la
entrevista inicial, un par de docentes ya habfan implementado con sus alumnos algunos de
los problemas que se habfan repartido en el material impreso adaptandolos a los temas que
habfan comenzado a desarrollar a principio de afio y a las posibilidades de sus alumnos.
Esto nos marcé que se trataba de un grupo de docentes con una gran motivacién y con
inquietudes. Esta caracteristica se sostuvo a lo largo de todo el taller.

Por otra parte esta iniciativa de las docentes que continué durante la primera parte del afio
a partir de actividades disefiadas por las propios docentes, llevadas a clase por ellas mismas
segun los temas que estuvieran desarrollando en sus distintos cursos y puestas a discusion
en el taller antes de la implementacién de la secuencia elaborada en el mismo fue, sin duda,
introduciendo cambios en la dindmica de los cursos que luego serfan observados. Es por
esta razon que entendemos que los estudiantes que observamos entre los meses de agosto y
noviembre ya habfan comenzado desde el principio del afio con algunas actividades de

fundamentacion.

82 Quienes fueron contratados por la Direccién de Curricula para la realizacién de esta investigacion la que
incluye la produccién de un material destinado a los docentes de matematica de las escuelas de la Ciudad de
Buenos Aires sobre la ensefianza de la exponencial y la fundamentacién. Actualmente dicho documento se
encuentra en etapa de edicion.
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La formacién matematica de las docentes es en todos los casos la del profesorado®. Todas
ellas habian participado previamente en capacitaciones realizadas por el CEPA. Algunas de
ellas habfan incluso participado en la redaccién de documentos de trabajo de este
organismo que se distribuyen de manera masiva en todas las escuelas medias de la CABA.
Todas ellas dictaban para la fecha un gran numero de horas de clases semanales en
instituciones publicas y privadas. Las instituciones elegidas para la observacion de clases

fueron todas publicas.

4.2.3. El taller. Discusién de la problematica y desarrollo de la

secuencia

El taller, desarrollado durante ocho meses (abril a noviembre) propicié dos tipos de
trabajo: uno caracterizado por una discusion mas formal, abstracta y tedrica donde
delineamos un perfil de practicas de fundamentacién por parte de los alumnos. Asi
comenzamos a configurar entre todos un alumno ideal en quien pensar en forma grupal y
al mismo tiempo, quizas mas silenciosamente o implicitamente un docente en esa clase
(mencionamos esta cuestion en el Marco Tedrico, donde sefialamos la participacion de las
docentes recuperando en el taller aspectos concretos de sus alumnos y a partir de ellos
imaginando posibles para su clase, en ese proceso, hemos dicho, las docentes y todo el
equipo de investigacion configuramos un alumno ideal).

Como ya sefialamos en el apartado anterior los docentes trafan al taller relatos de sus clases
y producciones de sus alumnos referidos a cuestiones vinculadas a la problematica de la
fundamentacién que estdbamos tratando. Es por esto que esta fase de indole tedrica fue
enriquecida con la prictica de las docentes y esto permitié conformar un marco referencial

comun.

La entrega del material mencionado tenfa la intencién de propiciar el comienzo del
intercambio con las docentes, de constituirse en objeto de analisis y reflexién. Subyace aqui
una posicién metodoldgica segun la cual para imaginar un proyecto de enseflanza posible
sobre la fundamentacién concebimos la necesidad de ofrecer un medio que aportaria

clementos para la discusién y al mismo tiempo nos posicionaria respecto de este proyecto.

83 o L . L N
S6lo una profesora estaba iniciando por entonces el estudio de una Licenciatura en Enseflanza de las
Ciencias en una modalidad semipresencial.
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El segundo tipo de trabajo fue el de disefio de la secuencia de ensefianza para las clases
aunque debemos decir que (ver Apéndice N° 1 ) no podemos separar nitidamente estos
dos momentos de trabajo.

Como hemos sefialado, ya desde el comienzo del taller las docentes decidieron por su
cuenta tomar algunas de estas actividades y probarlas con sus alumnos en el contexto de los
temas que estaban desarrollando™. Entendimos que era una manera de explorar las
posibilidades de las mismas y de explorar al mismo tiempo sus propias posibilidades para
un trabajo de esta indole. En varias oportunidades las docentes avisaban en el taller que
habfan desarrollado alguna secuencia y lo incorporabamos como tema de discusion en el
momento que resultare mas adecuado. Analizabamos las respuestas de los alumnos ya que
las docentes trafan toda la actividad documentada incluyendo trabajos de sus alumnos y
relatos de la dinamica de clase. Mantuvimos esta actividad supeditada al tiempo disponible
del taller para no retrasar el objetivo del mismo aunque la entendiamos como
imprescindible pues resultaba productiva. Ademas daba cuenta del compromiso de las

docentes con el proyecto.

Una vez elegido el tema las docentes y los coordinadores aportamos problemas para su
analisis y discusién. Los encuentros se alimentaron de trabajo individual y de documentos

que se compartian y reformulaban via e-mail.

A partir del mes de Agosto nos abocamos a reflexionar sobre las observaciones de las
secuencias en cada curso ademas de continuar precisando algunos aspectos de la secuencia
(que todavia no estaban puestos en aulas). En dos de los cinco cursos se llevé adelante,
luego de finalizada toda la actividad desarrollada para todos los grupos, una actividad
adicional de cierre. Esta actividad fue filmada y comentada en los dos dltimos talleres. Los
encuentros fueron registrados en grabaciones de audio. Las docentes se acostumbraron en
poco tiempo a la presencia del grabador (entendemos que su presencia también fue
disruptiva al inicio) y las grabaciones fueron mejor recibidas en la medida que las docentes

tomar conciencia de que se utilizaban para compartir los acuerdos logrados y para sintetizar

84 Una de las docentes llegé al primer taller con una actividad realizada y documentada con sus alumnos de 4°
afio donde, en el contexto del tema ‘“sucesiones” habia elaborado una actividad de conexién entre
proposiciones que se tomaban como hip6tesis y otras que se tomaban como deducciones de dichas hipétesis.
Los alumnos debian elegir antecedente y consecuente y justificar su elecciéon. Ademas habia realizado una
clasificacion de las respuestas de sus alumnos. La documentacion de esta actividad fue luego utilizada para
delinear caracteristicas posibles para la fundamentacién. Este tema se analiza en el Marco Tedrico, seccion 4

101



las ideas tratadas. Es decir las grabaciones —ademas de ser una fuente de datos para la

investigacion- fueron un material de trabajo en el taller.

4.2.4. Sobre la secuencia producida

La secuencia producida tiene dos momentos de trabajo. En primer lugar consta de 6
problemas que describen fenémenos de variacion referidos a diferentes contenidos. Los

9585

designaremos “problemas en contexto”™”. El propésito de estos problemas es que el
modelo exponencial surja como la forma de responder a las caracteristicas de estos
cambios. Los problemas van guiando a los alumnos a la exploraciéon de la situacién
planteada, la produccién de conjeturas y la fundamentacién de los modelos emergentes.

En esta parte las fundamentaciones seran mas contextualizadas y seran fundamentaciones
en algunos casos de afirmaciones pero en la mayoria de ellos seran fundamentaciones de

procedimientos, de produccién de férmulas, de interpretaciones de lectura en graficos (ver

Capitulo 3, apartado 3.4).

Apoyados en esta producciéon previmos que las docentes identifiquen con los alumnos el
modelo exponencial y propicien el establecimiento de relaciones entre dicho modelo y los

problemas que se han resuelto.

En una segunda parte los alumnos se dedican a estudiar la familia de funciones
exponenciales. Los problemas de esta parte tienen mayor grado de formalidad, y de
abstraccién. Se propicia un trabajo de exploracién como el de la primera parte pero
destinado ahora a indagar caracteristicas de la funcién exponencial. El lenguaje algebraico
entra en didlogo con el lenguaje grafico. Se promueve la elaboracién de conjeturas

afirmaciones y fundamentaciones de las mismas mediante distintas propuestas.

De este modo vemos que la elaboracién de la secuencia de la funciéon exponencial tiene
como objetivo que los alumnos comiencen trabajando con problemas en contexto para
luego, una vez comprendido en contexto algunas caracteristicas de la funcién exponencial,

se realice un estudio descontextualizado del tema.

85 En el Capitulo 6 desarrollamos en detalle la descripcién de toda la secuencia.
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El disefio de la secuencia, desde la idea primera hasta la escritura final de cada problema fue
el producto de una intensa exploracion - producida entre docentes, la investigadora invitada
y los coordinadores — sobre los posibles efectos que un enunciado podria tener, las
relaciones que los alumnos pueden poner en ejecuciéon a partir de determinadas
descripciones, los obstaculos con los que se podrian enfrentar a partir de distintas
estrategias que pudieran emerger. Fueron muchas las conjeturas elaboradas durante el
proceso de producciéon de los problemas acerca de los alumnos, las estrategias de

resolucién de los problemas y las alternativas de su gestion en sus clases.

4.2.5. Sobre la gestion de clase

La TS modela (como ya hemos mencionado en el Marco Tedrico) las situaciones de
ensefianza en un modo que difiere sustancialmente de las situaciones tradicionales en las
cuales el docente comunica al alumno un conjunto de conceptos matematicos y luego el
alumno se enfrenta a situaciones en las que aplicara tales conocimientos. En contrapartida
la TS postula una inversién de momentos y propone que el alumno se enfrente ante
situaciones — adidacticas — que presentan relaciones tipicas de la funcién exponencial sin
una ensefianza previa. La TS postula que el alumno entonces producira relaciones nuevas
que entraran en dialogo con sus conocimientos ya consolidados construyendo al mismo
tiempo un sentido para tal conocimiento. En este escenario tenemos la intencién de
vincular y describir — y este es el nudo de nuestra investigacion — las relaciones que los
alumnos producen, las intervenciones docentes y la posibilidad de la emergencia de la
fundamentacion.

Es por eso que en la propuesta que llevamos a las aulas, los alumnos se enfrentan a proble-
mas vinculados al modelo exponencial pero sin una explicitaciéon ya que el tema no habia
sido tratado previamente por cada docente en clase. La actividad fue presentada “sin titulo”
de modo de evitar que los alumnos asociaran estos problemas con algin tema en particular

y asi promover la bisqueda de relaciones especificas de las situaciones dadas.

Las docentes tomaron decisiones sobre la gestién de estos problemas lo cual dio lugar a
algunas variantes entre los distintos cursos. El capitulo “el Taller” da cuenta de esta

diversidad.
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4.2.6. La observacion de clases. Entrada al campo - aula

La observacién de clases fue realizada por el equipo de coordinadores del taller. Los
instrumentos de recolecciéon de datos fueron principalmente dos: grabaciones de audio y
toma de notas (para confeccionar un registro de clases). Al final de la secuencia en tres de
los grupos realizamos una video filmacién de una clase de cierre con la implementacion de

un conjunto de problemas especificamente disefiado para tal fin.

Cada docente comunicé a sus alumnos que durante un tiempo de aproximadamente dos
meses de clase serfan observados por profesores del area de Curricula del Gobierno de la
Ciudad de Buenos Aires interesados en la produccién de explicaciones por parte de los
alumnos a proposito de la resolucién de un cierto tipo de problemas.

No medié con los alumnos mayor desctipcién sobre el tipo de explicaciones que se

esperaba produjeran.

También se anunci6 la video filmacién de la dltima clase (en tres de los grupos) pidiendo y
obteniendo el consentimiento de los alumnos. Para entonces habfamos lograda una empatia
tanto con las docentes como con los alumnos que nos permitié no solo la aceptacién de tal
propuesta® sino también un gran compromiso intelectual de los alumnos en esa instancia.
Tanto el equipo de grabacién de audio como el de video filmacién fue utilizado por el
mismo coordinador que realizaba la observacién. De esa forma intentamos preservar el

clima de clase minimizando la presencia de personas externas al contexto aula.

Durante la fase inicial de trabajo en pequefios grupos cada docente circulaba por los grupos
y los observadores (solo uno en cada clase) también, registrando tanto los dialogos entre la
docente y los alumnos como los didlogos que los alumnos mantenian sin la docente
presente. En algunas ocasiones el observador dialogd con los alumnos a raiz de las
producciones que encontraba en los grupos y para dar cuenta de la génesis de tales

producciones.

86 Hsta propuesta habifa sido anunciada en una de las ultimas reuniones del taller previas al comienzo a la
observacion de clases como una actividad posible y deseable en el contexto de la investigaciéon y habia sido
por entonces rechazada por los docentes quienes estimaban distinto tipo de problemas al respecto, en su
mayorfa de indole institucional. Avanzada la observaciéon de clases — mas de un 50% del trabajo realizado —
volvimos a proponetlo obteniendo el consenso de los docentes y luego el de las instituciones y de los
alumnos. En este sentido mencionamos la empatia lograda tanto con los docentes como con los alumnos.
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En cada fase de trabajo de puesta en comun la observacién fue de tipo no participante
tratando asi de preservar el clima de una clase usual de matematica. Luego de un par de
clases los alumnos se mostraron familiarizados con la propuesta de trabajo. No
pretendemos minimizar los efectos disruptivos que causa un observador en clase y mucho
menos descartarlos pero creemos que los alumnos y docentes participaron con
compromiso intelectual en el proyecto y desplegaron una actividad rica e intensa ya que
imper6 en las aulas un clima de confianza que se fue forjando a lo largo de todo el proyecto
de investigacion por un conjunto de decisiones tomadas y al que contribuyé principalmente
el despliegue de trabajo cooperativo, compromiso intelectual e interés reciproco logrado en

el Taller.

La observacién (de gestos, tonos de voz, actitudes) y el registro de los didlogos tuvieron la
intencién de ayudar a comprender como dialogan los docentes con las explicaciones de sus
alumnos — frente al pedido de los alumnos, por ejemplo, de sancionar sobre su adecuacion.
Del mismo modo quisimos rastrear como promueven la confrontacion entre alumnos, o
bien en qué situaciones propician debates. Con estos detalles presentaremos los registros de
clases en los proximos capitulos. Nos parece necesario conservar algunas expresiones de
docentes y alumnos que viven en la oralidad pero que dan cuenta del tenor de los didlogos
establecidos en esa comunidad aula. Del mismo modo sefialaremos algunos tonos de voz
que, de no existir, pueden dar lugar a diferentes interpretaciones de las expresiones tanto de
docentes como de los alumnos®’. Finalmente necesitamos aclarar que en los registros no

hemos editado los didlogos. Ellos figuran tal y como han sido registrados en audio.

4.3 El analisis

En esta investigacién consideramos como unidad de analisis la clase de matematica. Como
sostiene Laborde (2005: 2) “Tomar la clase como unidad de anilisis requiere el estudio de
las interrelaciones entre los tres componentes principales del proceso de ensefianza: el

contenido matematico, la gestiéon de las diversas dimensiones temporales y la actividad del

87 Rockwell (ibid.,86) sefiala la necesidad de comprender el significado de las palabras, el sentido en el que se
dicen y la fuerza que tienen ya que esto da cuenta del efecto que tienen en quien las escucha. Agrega también
“Toda interpretacién también requiere inferir el significado de mensajes indirectos en la interaccion, a partir
de tonos y gestos. Es importante distinguir, por ejemplo, tonos de ironifa, humor o seriedad en el habla”
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docente quien prepara y gestiona la clase para asegurar el progreso del conocimiento de los
alumnos as{ como también su experiencia de ensefianza”. En nuestra investigacion estos

componentes son considerados y seran la tematica de los Capitulos 6, 7 y 8.

La etapa de analisis se desarrolla en dos esferas: el campo docente que se analiza
principalmente a partir de los registros del taller y el campo clase que se analiza con los

registros producto de la observacién de clases.

El analisis del “campo clase” continda con la mirada puesta en el docente pero en este caso
en su gestion de la clase™. Durante las clases hubo un intenso intercambio oral. Los
dialogos se dan entre alumnos en el interior de los grupos, entre docente y alumnos de un
grupo, entre observador y alumnos de un grupo y, finalmente, entre docente y toda la clase
siendo estos ultimos los que se refieren a la puesta en comun. Sobre cada uno de estos
dialogos nuestro interés estd puesto en las intervenciones docentes, en describirlas y
recuperarlas analizando en qué sentido son constitutivas de la emergencia de la
fundamentacién en la clase en la medida que ellas dan cuenta por un lado de la intencién
docente y también en la medida que ellas forman parte de la situacién didactica y

promueven la actividad matematica de la clase.

Hemos hemos elegido uno de los cinco cursos observados para estudiar la gestion docente
en funcién de dos razones: en primer lugar el material de audio y video recogido a partir de
las observaciones realizadas en los cinco cursos fue prodigo: la riqueza de producciones
orales tanto de alumnos como de docentes como de todos en conjunto superé nuestras
expectativas.”’ En segundo lugar, la forma que crefmos necesaria para procesar esta
informacién fue la de un analisis exhaustivo y minucioso de los didlogos capturados por el
audio y las notas de los observadores. Esta segunda decisiéon de un andlisis de tal

profundidad de los diadlogos multiplicé la riqueza del material recabado.

A su vez, la decision de seleccion de material descansa en las caracteristicas de esta
investigacién. Siendo ella de caricter exploratorio, no necesitamos alcanzar la
representatividad de una poblacion a partir de una muestra sino dar cuenta de una actividad

“posible”.

88 En el Marco Tebrico, apartado 3.6 hemos precisado las dimensiones principales para nuestro analisis de las
intervenciones docentes.
89 . . . . )

En este sentido super6 nototiamente el volumen de matetial que esperabamos recoger.
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El curso elegido reune caracteristicas halladas™ en todos los otros cursos de modo tal que
entendemos que la eleccion no deja afuera cuestiones que quisimos explorar y analizar.
Finalmente, siendo el curso que disponia de mayor nimero de clases semanales de
matematica (tres moédulos de 80 minutos frente a los otros cursos donde se trabajaba dos

moédulos de 80 minutos) el desarrollo de toda la secuencia se realizé con mas tiempo.

Para analizar al docente hemos ideado dos niveles de analisis que llamaremos: el micro -

analisis y el mezzo- analisis” y que explicamos a continuacion.

4.3.1 El micro analisis

El micro analisis identifica pequefias intervenciones de las docentes durante didlogos que
mantienen con los alumnos. Estas intervenciones son portadoras de una intencionalidad
vinculada a la emergencia de la fundamentacién y nos han permitido identificar maniobras
discursivas que las docentes realizan a partir de las cuales:
® van comunicando y gestionando la puesta en acto de distintas funciones que
cumple la fundamentacion en la produccion de ideas matematicas,
® configuran un discurso coherente en el que estin presentes reconstrucciones o
ampliaciones de ideas,
® jerarquizan las producciones de los estudiantes, habilitindolos y regulando la
asimetria que tiene con sus alumnos,

e promueven debates entre los estudiantes.

%0 Realizamos un primer analisis de todos los datos para tomar esta decision.

*! Hemos desarrollado estas dos dimensiones para el andlisis de las intervenciones docentes inspiradas en el
trabajo de Hersant y P.Glorian sobre la caracterizacién de las practicas ordinarias de ensefianza. En este
trabajo las autoras definen tres niveles para la consideracién del contrato didactico: macro contrato, mezzo
contrato y micro contrato segin escala de tiempo y de proyecto didactico. El macro contrato aloja cuestiones
relativas al objetivo global de ensefianza, el mezzo contrato toma aquellos emergentes de la resolucién de una
actividad, tal como la resolucién de un problema, en tanto el micro contrato corresponde a un episodio
particular tal como puede ser una pregunta especifica dentro de la resolucién de un problema. Estas
dimensiones de las autoras nos ayudaron a dilucidar cuestiones temporales que estaban implicitas en nuestro
analisis y que el armado y explicitacién de dos de estos niveles — el micro y el mezzo - nos permite comunicar.
Creemos que setfa factible, del mismo modo, considerar un nivel de macro analisis que entendemos podria
consistir en una mirada sobre la gestiéon docente a lo largo del conjunto de toda la secuencia pero que escapa
al objetivo de esta investigaciéon que consiste en analizar la emergencia de la fundamentacién. Lo
consideramos pertinente en otra investigacién que profundice los resultados de ésta. Entendemos que para
considerar los emergentes de la clase son adecuados estos niveles de analisis: micro y mezzo.
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Para este nivel de analisis los datos relevantes son las expresiones, comentarios, sentencias
de las docentes durante un didlogo. Ademas nuestro analisis e interpretacion abarca el
contexto inmediato en el que se desarrollan sin poner estas intervenciones en relacién con
otras (o incluso con otros didlogos). Tendremos en cuenta su contenido en el contexto de
lo que se esta considerando en ese didlogo y nos ajustaremos a ese momento del

intercambio. Estas caractetisticas nos impulsan a denominar este analisis micro - analisis.

Para llevar adelante el micro analisis utilizamos extractos de clase. En ellos preservamos la
forma de locucién de los actores. El registro da cuenta de la situacién de oralidad. Las
transcripciones intentan capturar los énfasis con los que se emiten algunas opiniones, las
expresiones que alumnos y docentes utilizan en su manera de hablar y los silencios que se
producen durante los dialogos (a veces incluso durante la intervencién de un solo miembro
del grupo). En algunos casos agregamos entre paréntesis o entre corchetes comentarios
aclaratorios de estados de clima de la conversacion. Intentamos de este modo una buena
fidelidad del clima de trabajo en clase y de los elementos que estan presentes durante los
dialogos.

Estos extractos de clase toman didlogos entre grupos de alumnos y docente, y también
entre la docente y toda la clase.

Realizamos el analisis del mismo fuera del extracto.

4.3.2 Mezzo analisis

El mezzo analisis es un recorte temporal que supone no sélo una interaccién mas larga sino
una interacciéon a proposito de cuestiones que han sido tratadas varias clases antes del
momento en que ocurre el didlogo. Para llevar adelante el mezzo- analisis dispondremos los
dialogos entre alumnos y docente en episodios. Cada episodio da cuenta de una
intencionalidad docente o de una actividad promovida por la participacién de algun
alumno. Para comunicar el analisis, en cada episodio el didlogo sera insertado en una tabla
de dos columnas ubicando a la izquierda el didlogo y a la derecha observaciones parciales
sobre cada una de las intervenciones que nos permiten luego estructurar el analisis a
desarrollar, el que quedara fuera de la tabla. Este recurso es en ocasiones utilizado cuando
se realizan observaciones de clase y se utilizan sus registros. Dentro de la bibliografia

consultada para este estudio los trabajos de Pedemonte (2005, 2007) y Duval (1991)
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presentan esta modalidad de analisis a dos columnas. La ubicacién en dos columnas
permite conservar la fuente original que queda visualmente restringida a la primer columna
y que permite su lectura continuada sin rastros del analisis. La lectura horizontal permite ir
alimentando la lectura del registro con los elementos que hemos considerado necesarios de

destacar en cada entrada para luego recuperar en el analisis del conjunto de episodios.

Recorriendo el o los episodios de un dialogo identificaremos en el grupo de interacciones
docente - alumnos las operaciones que las docentes realizan en torno a: la interpretacién de
las producciones de sus alumnos, la promocién de confrontaciones, colaboraciones y
reelaboraciones respecto de sus producciones, la puesta en escena de reflexiones
metamatematicas para analizar la génesis de las producciones en busca de poner en
evidencia los elementos de una fundamentacion, etc. Este constituird el mezzo analisis.

Este nivel de analisis se nutrird del nivel micro cuando sea pertinente.

Prestaremos también la atencién en dichos didlogos a cuales son las producciones a las que
arriban los alumnos aun cuando no podemos decir que tales producciones estén
provocadas exclusivamente por el docente. No solo no lo podemos decir sino que tampoco
creemos que asi sea, de hecho hemos disefiado la investigacién a partir de la secuencia de
problemas llevada a clase. Estamos analizando la gestiéon docente en el contexto de un tipo
de trabajo especial, tanto por los enunciados como asi también por la modalidad de trabajo.
Entendemos que hay un entramado de factores que contribuyen a una produccién de los

alumnos.
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5. EL. TALLER. UN ESPACIO DE PRODUCCION

INTRODUCCION

El Taller constituyé para esta investigaciéon un nucleo de formulacién de preguntas y
producciones. Las preguntas alimentaban la discusion — debate sobre el significado, alcance
y limites de un trabajo de practicas fundamentadas en el aula. La producciéon de la secuencia
para llevar a clase fue el elemento concreto y asible que se gesté durante el taller. Otros
elementos vitales no son corpéreos aunque fueron claves en el proceso de conformaciéon
de la filosofia con la que las docentes llevaron luego a sus clases esta producciéon. En este
capitulo presentaremos este recorte de los emergentes del Taller y dejaremos para el

proximo aquellas cuestiones directamente relacionadas con la produccion de la secuencia.

5.1 Construccion de una intencionalidad docente

El trabajo sin interrupcion durante los ocho meses del taller permitié (atravesando por
distintos momentos) constituir junto con las docentes una comunidad de produccién
sobre ensefianza de la matematica. El espacio taller fue vital para la produccién de una
intencionalidad docente”. Con esta expresiéon queremos de algin modo aglutinar un
conjunto de caracteristicas del trabajo docente en la clase que constituyen un soporte vital
para involucrar a los alumnos en la produccién de justificaciones y que permiten concretar
la voluntad o el deseo de las docentes de que los alumnos elaboren los fundamentos de su
actividad. Sin mediar un proceso de discusion, dichas cuestiones, sabiamos, no iban a estar
presentes aun cuando las docentes compartieran con nosotros desde el inicio del taller la

voluntad de trabajar con sus alumnos en la produccién de justificaciones para su tarea.

Los primeros encuentros tuvieron el proposito de presentar la propuesta y generar un clima
de confianza donde las docentes se configuraran como sujetos productores. La presencia

de dos coordinadores y la participacion de una investigadora de Didactica de la

92 : -
Este concepto ha sido presentado en el Marco Teérico.

110



Matemitica”  representaba una forma de contribucién al debate mas no una forma de
fijacion de pautas de la gestion de las docentes ni de la ensefianza. L.a modalidad de
desarrollo del taller consistié en la problematizacién de temas y la busqueda de consenso y
acuerdos. Nuestra intencién (la de la investigacion) fue la de propiciar, desde el comienzo,
un ambiente de discusién entre pares. Este enfoque nos aleja de la propuesta de la
Ingenierfa didactica ya que en ella la etapa de produccién de situaciones problematicas y el
analisis a priori del desarrollo de las clases es una tarea principal del equipo de
investigacién. Rechazamos esta alternativa en la medida que entendemos que, como ya lo
hemos expresado en el marco tedrico, el aprendizaje de los razonamientos matematicos”
requiere de acciones especificas del docente que permitan regular el contexto del
aprendizaje. Estas acciones estarin siempre imbuidas de su intencionalidad (la que a su vez
se forja a partir de cuestiones tales como su concepcion de la matematica, de las

posibilidades de trabajo en aula, de sus alumnos, etc.).

Recuperamos aca un tramo de una discusién —expresaron esta idea en numerosas
oportunidades- en la que las docentes expresan el soporte que constituyé para ellas la
discusiéon global en la configuraciéon de su proyecto y la relacién de esto con el

posicionamiento de los alumnos:

Dialogo 5.1. (Taller 19) La construcciéon de una intencién en el espacio de discusion
colectiva y su relacion con el posicionamiento de los alumnos

1.-Esp. Antes de entrar en la revisiéon. Sé que no hay todavia muchas clases
desarrolladas, en algunas sobre todo, pero quiero preguntar. Esta propuesta de la
exponencial, luego de todo este trabajo del taller y respecto de otros afios ¢es igual que
en otros afos? ¢(Es distinta?, y si es distinta éen qué?

2.-Docs. ¢La respuesta de los chicos? Muy distinta.

3.-Docy. Muy enganchados

4.-Doc;. Muy activos.

5.-Esp. ¢Y a qué se lo atribuyen?

6.— Docs. Es una experiencia muy distinta. El trabajo de proyectar la clase es muy
solitario. No tenés con quien compartirlo o consultar. Esto te arma la cabeza de otro
modo.

7.— Docy. Los chicos se entusiasman en defender una idea y en debatir.

8.— Docy. v en explicarle al otro. ...(explica una situacion de su grupo)

93 La investigadora Patricia Sadovsky contribuy6 al debate en el Taller.

% Esta cuestién nos plantea un conflico y hemos decidido mantener nuestro foco mencionando el
aprendizaje de los razonamientos matematicos en lugar del aprendizaje de la matematica en general luego de
una larga reflexion. Estamos convencidos que la ensefianza de la matematica es de algin modo una ensefianza
de los razonamientos matematicos, aunque reconocemos que se realiza con distintos sentidos, matices y
también con distinta presencia explicita de estos ultimos. Esto nos lleva a pensar que el aprendizaje de la
matematica requiere en general de acciones especificas del docente. Dado que esta tesis refiere a los
razonamientos matematicos hemos decidido dejatlo expresado de este modo.
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Aunque tal vez no lo terminan de explicitar, en el didlogo anterior las docentes estin
estableciendo una relacién entre el modo en que “se les arma la cabeza” para dar clase y el
involucramiento de los alumnos en el proyecto, a la vez que atribuyen un papel relevante al
grupo del taller como soporte de ese “armado”. Nos interesa resaltar dos aspectos. En
primer lugar, esta relaciéon es producida por las docentes al reflexionar sobre la
experiencia de participacién en el taller. En segundo lugar, hace referencia a la relacién
entre enseflanza y aprendizaje en términos de posicionamientos: el del docente que se
arma en la discusién colectiva y el del alumno que se involucra a partir de la intencionalidad
docente. Interpretado desde la TS podriamos decir que las profesoras relacionan
intencionalidad docente con devolucién, aunque por supuesto ellas no usan esos términos

ni estan pensando en la TS en el momento en que se produce el didlogo.

3

Durante la producciéon de los problemas se tuvieron en cuenta “varias dimensiones de
analisis” . Nos preguntamos:

a) .- qué tipo de producciéon esperabamos en la clase a propédsito de un enunciado y qué
conflictos deberfan resolver los alumnos para abordar los problemas. En otros términos
nos preguntabamos por escenarios posibles y potentes.

b) .- qué intervenciones docentes podrian favorecer las producciones y responder a los
errores esperados o a bloqueos mas o menos persistentes en la producciéon — esto es - qué
forma podria tomar la interacciéon docente - alumno y cémo podrian materializarse las
devoluciones.

€) .- qué caracteristicas del modelo exponencial eran las mas adecuadas, necesarias,
imprescindibles o superfluas para propiciar el comienzo de la actividad y cudles podrian
desarrollarse en forma contextualizada y descontextualizada — es decir — qué elementos
del saber se podian poner en juego.

d) .- como podrian ir acordando con los alumnos, a partir de algunos problemas
contextualizados, hipétesis provisorias sobre el modelo exponencial que luego se
retomaran en un trabajo descontextualizado. Es decir, como trabajar una evolucion de los

conocimientos nuevos.

Respecto de las fundamentaciones especificamente:
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e) .- qué tipo de actividades-problemas serfan las mas fecundas para propiciar la
elaboracién de fundamentaciones como sostén de las afirmaciones y producciones de los
propios alumnos.

f) .- qué tipo de fundamentaciones esperabamos que emergieran.

g) .- qué tipo de fundamentaciones ibamos a aceptar provisoria o definitivamente.

Una hipétesis de trabajo que se fue consensuando durante el taller fue que “la
incertidumbre promueve en los alumnos la necesidad de confirmar y sostener sus
producciones. En tal sentido es un buen contexto para la producciéon de

fundamentaciones”.

Convenimos en desarrollar un primer conjunto de problemas con contexto - mas
“externo” a la matematica - donde irfan surgiendo los principales aspectos del modelo

exponencial: la existencia de un factor multiplicativo constante entre determinados
perfodos (esto es dado k existe A, tal que f(x+k)=A - f(x) para todo x* ), el

crecimiento constante o el decrecimiento constante y la recursividad del modelo marcada
por el factor multiplicativo.

Hacia el final de la etapa de la produccién de los problemas contextualizados (ver
Apéndice) comenzamos a discutir junto con las docentes algunos aspectos generales sobre
su gestion de la clase. Esta linea divisoria es ligeramente relativa en tanto las interacciones
en la clase a propésito de los problemas son parte constitutiva de las ideas que se elaboran
en la produccién de la secuencia. En  tal sentido algunas cuestiones importantes surgieron

durante la etapa de produccién de consignas y luego fueron revisadas.

Acordamos con las docentes que para esta secuencia de primeros problemas con contexto
los alumnos tuvieran un tiempo para explorar, discutir entre ellos, producir respuestas y sus
correspondientes explicaciones en pequefios grupos. Este acuerdo se basé en dos
cuestiones. Una de ellas fue la preocupacidon que las docentes manifestaron por el

“tratamiento del error” — denominacién que las propias profesoras utilizaron- y sus

95 Al considerar la férmula de la exponencial f(x)=b- a” el término al que se hace referencia en términos

dekesAk Zak
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consecuencias en la motivacion que los alumnos mantuvieran para mostrar a los demas sus
razonamientos .

La otra cuestién, que se enlazé con la primera y fue llevada al taller por nosotros, fue el
contexto de la oralidad” - concebida como una primera posible forma de trabajo en clase.
En un escenario en el que los alumnos estan elaborando sus ideas en forma oral, sus
producciones se confrontan con las de otros alumnos y también dialogan con la propuesta-
produccién del docente. En tal caso recibirfan observaciones de las docentes (y
compafieros) sobre sus propias producciones y estas retroacciones podtian ser rechazadas
o cuestionadas o simplemente no deseadas por los alumnos, en la medida que ellas dan
cuenta frente a toda la “comunidad aula” de su posiciéon frente a un problema y
desentrafian su forma de razonar. Imaginamos que esta discrepancia podria perturbar, de
este modo, el mayor involucramiento posible por parte de los alumnos que desedbamos
ocurriera. En funcién de esta prevision acordamos con las docentes que el inicio de todo
problema tendria una fase de discusiéon en pequefos grupos que permitiera que los

alumnos colaboraran, en forma oral, en la defensa y solidez de sus producciones. Buscamos

asi fortalecer la posicién de los alumnos y preservar nuestro objetivo de trabajo en clase™.

El contexto de produccién oral fue una constante de esta investigacion, presente desde
nuestra concepcién de un proyecto de investigacion de este tipo hasta la propia situacién
de observacion de clase. Sin embargo la oralidad se contrapone con las modalidades
mas instaladas en el dispositivo escolar en la medida que es una actividad donde el
control que puede ejercer el docente sobre las producciones de los alumnos se atenia o
hasta incluso se diluye. Es por esto que creemos que el trabajo de fundamentaciéon entra en

conflicto con las practicas tipicas del dispositivo escolar. Mostramos a continuacién un

% Utilizamos la propia formulacién de los docentes pues creemos que esta forma de referirse a determinadas
producciones de los alumnos tiene un significado cuyo analisis, que hemos desarrollado en el Marco Tedrico,
es necesario para comprender el posicionamiento docente en su gestion de la fundamentacién y mas en
general en todo su trabajo. En esta linea creemos que para convocar a los alumnos a un trabajo intelectual es
necesario superar la concepcion de error atribuida tantas veces a las respuestas de los alumnos que no se
encuadran en lo que los docentes esperan recibir de ellos, asi como también que no respetan reglas
matematicas que los docentes conocen y que los alumnos estin aprendiendo. El concepto de error suele
disolver la idea de que las producciones de los alumnos obedecen a una légica que ellos construyen durante su
aprendizaje. Pasar por alto esta l6gica es una forma de no ver, de no distinguir, elementos centrales de un
proceso de aprendizaje.

" la oralidad, ya mencionada en el Marco Tedrico, es una cuestién central para esta tesis pues partimos de la
hipétesis de trabajo que la fundamentacion se gesta en el trabajo oral.

% Un hecho que confirma esta previsién de los docentes puede verse en un ejemplo del capitulo 6, en el
Didlogo 6.4 en el caso del problema de los cuadrados donde un alumno que habia logrado una produccién
interesante sobre las areas sucesivas no la ponfa en discusién con los otros integrantes de su grupo que
trataban el tema sino hasta que la intervenciéon docente lo habilita y exhorta a que lo difunda, lo que nos
muestra que a veces hasta un grupo menor genera un nivel de exposicién no deseado que para algunos
alumnos se convierte en una bartrera para su trabajo.
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dialogo en el Taller N° 19 que da cuenta de la preocupacién de las docentes sobre las
repercusiones que un trabajo oral podtia tener tanto en los alumnos como en sus propias

practicas de evaluacién y seguimiento.

Dialogo 5.2. (Taller 19) La percepcion de las docentes sobre la actividad
desarrollada por sus alumnos y algunas consecuencias de esta modalidad de
trabajo.

1.-Esp. Antes de entrar en la revision. Sé que no hay todavia muchas clases
desarrolladas, en algunas sobre todo, pero quiero preguntar. Esta propuesta de la
exponencial, luego de todo este trabajo del taller y respecto de otros afios ¢es igual que
en otros afios? ¢Es distinta?, y si es distinta ¢en qué?

2.-Docs. ¢La respuesta de los chicos? Muy distinta.

3.-Docy. Muy enganchados

4.-Doc;. Muy activos.

5.-Esp. ¢Y a qué se lo atribuyen?

6.— Docs. Es una experiencia muy distinta. El trabajo de proyectar la clase es muy
solitario. No tenés con quien compartirlo o consultar. Esto te arma la cabeza de otro
modo.

7.— Docy. Los chicos se entusiasman en defender una idea y en debatir.

8.— Docy. y en explicarle al otro. ...(explica una situacion de su grupo)

9.— Docsy. Otra cosa que me gustaria comentar, jvos sos testigo de lo que trabajaron! (le
dice a su observador) y cuando les puse la nota, que para mi no fue muy
generosa....ellos no lo podian creer. Creyeron que les estaba poniendo mucha nota.... no
pueden valorar el trabajo de ellos. Qué mentalidad que tienen de que algo que se
disfruto no se tendria que tener en cuenta!

10.-Coord;. El peso de Docy, para su evaluacion fue su participacion en clase, su
produccion oral. Los chicos aparentemente no se dieron cuenta de lo mucho que
trabajaron en este contexto. Yo no puedo comparar con otro trabajo porque no estaba
presente pero Docs si porque los tiene de antes. Los chicos aparentemente no tienen
idea de lo mucho que se ha hecho en clase. Docy aviso varias veces que los iba a
evaluar por su trabajo en clase, los chicos le preguntaban si el trabajo lo tenian que
entregar y Docs explicaba que no, que se trataba de trabajar en clase.

11.-Docs. ¢Te llevaste los trabajitos de dia por dia?

12.— Coord;. iNo! jVio el trabajo en clase!

13.—- Docs. A mi el problema que se me plantea es que yo en el tema anterior evalué
con el trabajo en clase, pero me iba llevando hojitas pero ahora ... a veces.... hay
chicos que necesitan nota y capaz que quieren una evaluacion escrita porque por ahi se
te escapa en la observacion...

14.- Coord;. Pero Docs ....jes lo mismo! .... vos decis.... escuchate lo que estds diciendo.
15.- Docs. Ya sé,... ahi me hace ruido, ¢no?....

16.— Coord;. Vos decis: yo les evalué el trabajo pero les pedia la hoja escrita... ¢écomo
crees que se ve del otro lado? Al chico le queda que lo unico que sirve para la
evaluacion es la hoja escrita, el chico no ve otra cosa que eso que te ha entregado, el
formato impreso....todavia lo est4s reafirmando con eso que decis: “el que necesita nota
quiere la evaluaciéon”. Es asi.... la evaluacién es una hoja escrita en matematica.

17.- Doc;. Pasa que la produccioén en matemaética es fuerte si esta escrita. Las ideas que
a veces son muy buenas se evaporan porque no las escriben y yo les pido que lo
escriban.

18.— Coord;. Pero la necesidad de escribir esa idea no tiene nada que ver con la
evaluacion.

19.-Docs. Pero de repente si ellos saben que vos necesitds que escriban maés....
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20.— Coord;. Pero para ellos es una necesidad de registrar porque se les escapa a la
velocidad a la que estan pensando y hay otros pensando otras cosas.... Es un poco
caotico... escribir nos hace acordar (en el sentido de consensuar).

El didlogo nos ilustra cuian presente esta la producciéon escrita y la evaluaciéon con su
formato escrito en la cultura escolar, en el ambito de las clases de matematica. Las docentes
confrontan su entusiasmo - también visible en el propio texto del didlogo — acerca de la
actividad matematica que estain observando en aula en sus alumnos a partir de este
proyecto junto con la viabilidad de la evaluacién de dicha actividad. Una evaluacién que
tiene que cumplir el rito escolar: alumnos frente a un papel, resolviendo problemas, dando
cuenta de sus saberes por escrito. Dispositivos escolares que no permiten atrapar
determinadas actividades cuestionan de algin modo su existencia. Es en este sentido que
hemos dicho, algunos parrafos atrds que la oralidad entra en conflicto con el

dispositivo escolar.

El consenso sobre la necesidad de que los alumnos tengan un soporte de sus producciones
nos llevo a acordar que se comenzarfa entonces con una fase de trabajo fuertemente oral y
~ 99 oS P .

en pequefios grupos . Cada docente decidirfa en qué momento realizar una puesta en
comun (esto es, realizar una puesta en comun en cada clase o bien abordar un conjunto de
problemas en una puesta en comun dejando pasar las clases necesarias). No quisimos
prescribir un modo de trabajo sino construir con ellas un proyecto que adquirirfa recorridos
particulares en funcién de las decisiones que cada docente tomara para gestionar sus clases.
(como hemos mencionado en el capitulo metodolégico, 4.1 entendemos que es el docente
el que regula estos momentos en funcién de las situaciones que se dan en su clase:
produccién de los alumnos, alteraciones de la rutina de trabajo debido a factores
institucionales, presencia-ausencia de grupos de alumnos, etc.).

Elaboramos enunciados donde las fundamentaciones se hicieran necesarias como una
forma de asegurar-confirmar el trabajo de los alumnos'. Con esto queremos sefialar que
frecuentemente los enunciados de los problemas piden explicitamente validaciones de las
respuestas de los alumnos. Decidimos no trabajar de este modo, pues esta forma artificial
de propiciar la fundamentacién dificulta la comprension del sentido que este trabajo puede

tenetr.

% En la instancia de pequefio grupo las discusiones orales se apoyaban también en escrituras elaboradas por
los alumnos.

100 7 . L _
Evitamos el pedido explicito de explicaciones con el usual formato — “fundamente su respuesta”.
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5.2 Anticipar las Producciones de los Alumnos

Durante la producciéon de consignas hubo un intetlocutor implicito: el alumno.
Buscibamos armar un conjunto de problemas que les permitieran trabajar a los alumnos
distintos aspectos de la funcién exponencial. Nos preguntabamos a proposito de cada
enunciado qué tipo de actividad generarfa en los estudiantes. Mostraremos aqui como las

docentes pensaban las consignas en relacién a los alumnos.

Dialogo 5.3. (Taller 13) Escritura del enunciado de los piojos y anticipaciones de las
interpretaciones posibles de los alumnos.

Doc: . “es que los chicos te van a preguntar pero los piojos ¢como los vamos a contar,
contaremos las liendres?

Coordz. Si es verdad.

Doci. Pero bueno también podemos pensar este problema como un problema discreto, como
un paso intermedio donde el chico acepta mejor la continuidad'®!. Aca le ponés un periodo. Es
el n/5.

Docg. Yo supongo que van a hacer eso. Igual me va a costar un monton armarlo. El exponente
fraccionario cuesta.

Coordy. También recuerden que hemos dicho que cuando la férmula no se puede construir
dejamos el trabajo para un momento posterior, pero dejamos aqui la marca de nuestra
pregunta.

Queremos ilustrar en este ejemplo, por un lado, la posicién de las docentes de elaborar una
secuencia que desafiara a los alumnos pero que al mismo tiempo estuviera dentro de sus
posibilidades. Por otro lado queremos mostrar la concepcion de un trabajo que tenga una
evolucién en la produccién de los alumnos dejando a cargo del docente la gestidon de tal
evolucion. Con tal fin acordamos con las docentes una gestion que se encargara de
mostrarles a los alumnos su progresion en el trabajo y la idea de que el aprendizaje tiene

instancias de incompletitud.

Durante los talleres discutiamos colectivamente. Pero ademas de esta actividad, toda la
produccién de consignas se apoyd no solo en la discusion colectiva sino también en la
produccién individual de las docentes que, entre encuentro y encuentro, elaboraban

propuestas que aportaban al taller. Estas propuestas incluian las consignas y las posibles

%" Tomamos la intervencién de la profesora tal y como fue dicha en el taller. Notamos que en este problema
no es factible hablar de continuidad no obstante este era un tema que estibamos tratando: trabajar en los
problemas desde los casos discretos hacia los continuos y una pregunta que flotaba era como ir haciendo el
puente desde un modelo hacia el otro. En este sentido el comentario de la profesora se entiende en el
siguiente sentido. El enunciado habla de lo que ocurre cada cinco dias y nos podemos preguntar por los
piojos en todos los dias, o en todo momento, se pretendfa una ruta hacia la continuidad.
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explicaciones de las producciones esperadas para sus alumnos y del mévil que ellas tenfan

cuando las elaboraban.

Tlustramos aqui una discusién en el taller acerca de consignas producidas originalmente por
algunas docentes puestas a consideracién de todos los participantes del taller. En este
extracto mostramos de qué forma las docentes imaginan las posibles producciones de sus

alumnos teniendo en cuenta los contenidos explicitos e implicitos de las preguntas'”.

Dialogo 5.4. (Taller 13) Interpretaciones de los alumnos en la anticipacion docente.
El problema de los cuadrados que se expanden.

(Una docente lee la consigna que ha elaborado y la somete a discusion).

Docs. ¢Podrias indicar como es el area de este ultimo con respecto al primero? Si repites este
procedimiento varias veces ¢podrias indicar como quedarian las areas sucesivas respecto al
primer cuadrado? ¢(Se podria dar una expresiéon generalizada para las areas?

Doci. Por ahi depende del lugar en la cadena que ocupe. Si vos le pedis la expresion generalizada
del 4rea ¢de qué va a depender esa expresion? Cuil es la variable independiente?.

Doca. Yo estoy pensando como ofrecerle al chico de manera que lo entienda.

Doci. Yo lo que digo es que cuando pregunta por la expresion generalizada... él tiene que ver cuél
es la variable independiente.

Doca. Si, si te entiendo lo que pasa es que ....

Doci. No, yo digo, lo que se pregunta es una féormula.

Coords. Ya sé lo que trata de decir Doci. Insisto en la denominacion que le encontrdé Docy. Es
que como hemos decidido llamar paso uno a este paso hay que ver en ese momento qué valor
toma la variable y seglin eso te quedan distintas féormulas. Docz quiere que comparen areas. La
otra es decir que el cuadrado inicial tiene 4rea uno, o que las medidas del cuadrado inicial es
lado=1 y preguntarle por las areas de los pasos 2, 3 y ... otro... Ah, el paso 1 es el segundo
cuadrado. Yo acéa veo util, en éste, ponerlo en funcion de los pasos.... y en el otro problema....
Doci. Y en el otro te va a quedar n—1 ¢eso decis?

Coordz. Estoy notando que hay una diferencia. Este cuadrado, que para nosotros es el segundo,
es el cuadrado del paso 1. Hay que decir: este es el cuadrado uno este el dos, etc.

Coord;. La variable es n—1. Igual si ponemos valor al cuadrado inicial no les queda otra que tomar
de variable independiente al paso. Si lo dejas sin valores puede ser que tengan varias opciones.

Notamos aqui que la propuesta de la docente “dar una expresién generalizada para las
areas” produce una importante discusion sobre el significado de “expresién generalizada”,
que esta implicitamente pidiendo la produccién de una férmula. Esta, a su vez, necesita la
identificacién de variables independientes posibles, dado que la dependiente ya esta dada
por el pedido “del area”. La intervencion de una de las docentes subraya que dicha

identificacién no tiene nada de evidente para los alumnos. Cada docente encuentra

102 . . p -
Queremos destacar que los docentes trabajaban en varios cursos a los que se podria llevar esta produccion

y que durante la mayor parte del tiempo que llevé esta etapa de disefio de la secuencia no supieron en qué
cursos se acordaria la observacion. Esto contribuyé a la configuracién, para cada docente, de un alumno
genérico, aunque siempre, claro estd, construido sobre la experiencia de cada uno como docente.
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alternativas para las variables y al mismo tiempo alternativas para un enunciado adecuado
que promueva su uso. Las profesoras ponen en evidencia los cambios, no menores, en la

elaboraciéon de los alumnos que pueden producir sutiles cambios en los enunciados.

Doci. ¢Y vos decis de pedir la formula y ellos van a tener que buscar la variable?

Coord;. Y van a tener que decidirlo y hay que remontar esa discusion.

Coordz. ¢Por qué tenemos este problema? El paso no nos solucionaba esto?

Coord:. ¢Eso que buscas?

Coorda. Estoy pensando que el chico dice “este tiene area uno o area A”

Coord;. O nada.

Coordz. Si no le decimos nada ¢le pondra Area A?

Coord;. Tendra que comparar el area de ese con el que sigue

Coordz. Es que le estamos diciendo que compare y después que generalice.

Doci. ¢Vos decis que le pidamos una tabla?

Coord:. ¢Y lo pensemos mas como ver una generalidad? ¢Como la construccion de una formula?
Hay que armarlo para que funcione en el sentido que queremos que funcione. (cual es el objetivo
Coord».?

Coordz. Yo no lo llegué a pensar asi, no es que yo piense que cada ejercicio tenga que tener un
objetivo. Yo creo que estamos discutiendo qué es lo mdas interesante que levanta. Segin eso
puede ser un primer ejercicio o no. Ya teniamos un primero.

Coord;. Una cosa es pedirles a los alumnos producir una férmula observando una regularidad y otra
cosa es que les pidas que comparen las 4reas... son otros argumentos. .

Coords. Eso es lo que estamos buscando ac4, la naturaleza de los argumentos.

Esta situacion fue repetida en otras ocasiones: el esfuerzo de los participantes por ponerse
en el lugar de los alumnos es notable. Las primeras exploraciones sobre los problemas
consistian en imaginar qué producciones surgirian a propésito de un enunciado para luego,
a partir de una comparacion, conjeturar en qué casos la necesidad de argumentar, validar,
confirmar propiciarfa mejor la actividad de fundamentar. En este caso puntual las
alternativas eran dos: elaborar consignas que propiciaran la observacién de una regularidad
de las areas por parte de los alumnos y a partir de ella la produccion de una férmula que
diera cuenta de tal regularidad o alternativamente propiciar la comparacion de areas
sucesivas y a partir de alli una observacion de la recurrencia para poder enunciar la férmula.
Como se ve en el enunciado de la secuencia esta segunda posicion imperd por su potencial

para producir fundamentaciones.

El intercambio entre docentes sobre la elaboracién de consignas y la definicion del objetivo
de la consigna, junto con las producciones esperadas - deseadas de los alumnos, nos
permitieron comprender que no podriamos anticipar cada uno de los razonamientos
posibles. La discusiéon de estos enunciados entre docentes y la confrontacién de nuestros
propios y distintos desarrollos nos ayudé a imaginar que las producciones de los alumnos

podrian sorprendernos.
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Para ilustrar esta situacién mostramos un intercambio entre docentes durante la produccién
del enunciado del problema de los cuadrados donde el drea iba en disminucién. Una

docente propone pedir a los alumnos la busqueda de sucesivas areas para cuadrados de
distintas areas iniciales, de modo que el factor A de la féormula f(n)=A- (%)n apareciera

como una generalizaciéon de todos estos casos. Otra docente hace una propuesta para

comenzar con A=1 y luego propone analizar el caso A=1024

Dialogo 5.5. Produccion de enunciados que promuevan multiples estrategias por
parte de los alumnos.

Coordsz. ¢como seguimos el enunciado?

Doci. Después cambias el area del cuadrado inicial “si el area del cuadrado inicial es de 1024,
¢podrias contestar las mismas preguntas a partir de tus respuestas anteriores?

Coordz. Ojo porque esto no es lo mismo que planteaba Docg.Acd el drea es una potencia de 4, en
los ejemplos que daba Docs el 4rea inicial era cualquier otra, por ejemplo cinco o siete y creo que
se levantan distintas estrategias. Aqui siendo una potencia de 4 estamos haciendo un corrimiento,
es decir, que en algtn paso llegamos a un cuadrado de area 1.

Docz. Yo no lo plantearia con numeros grandes porque estoy apuntando a la escritura de una
nueva féormula. Y creo que con ntimeros grandes es mas dificil y no permite ver lo que se hace de
distinto.

Doci. Yo lo pensé por dos lados. Un chico puede hacer todo de nuevo, con sus mismos
razonamientos, o también puede pensar, y por eso va la pregunta en referencia a sus respuestas
anteriores, que a cada area obtenida la multiplica por 1024, por eso le puse a partir de las
preguntas anteriores. Hay una transformacion de la funcion, porque va dilatando la funcion.
Aunque no lo sepa esto, lo esta haciendo.

Coordz. Ah yo pensé en el corrimiento del que habiamos hablado en el otro encuentro.

Doci. Eso también puede ser. Por eso puse la potencia, para permitir las dos estrategias.

La docente que propone utilizar una potencia de cuatro en realidad luego esta pensando
para la resolucién de su pregunta, en la dilatacién, donde no es necesario que el numero
sea una potencia de cuatro. Por su parte, otra docente que ve que el numero en cuestién es
una potencia de cuatro observa que los alumnos podrian realizar un par de pasos, encontrar
el paso donde el area es igual a uno y utilizar las respuestas anteriores para seguir,
simplemente sumando los pasos que ya calculé necesarios para obtener el 4rea uno.
Finalmente la docente que propuso la potencia de cuatro ve como posibles ambas

estrategias.

Anticipar las producciones de los alumnos nos permitié configurar escenarios posibles. No
estaba presente una concepcién de control total y anticipacion completa de las
producciones de los alumnos pues no nos parece una hipétesis aceptable. Entendemos
que esta confrontacién fortalece la posicién del docente para comandar una clase donde,

como veremos luego, emergen estrategias diversas en un contexto oral de actividad lo que
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demanda del docente una importante versatilidad para entrar en contacto con las
producciones de los alumnos en “tiempo real”. En este sentido creemos que el taller fue

conformando una intencionalidad docente.

5.3 Delineando la Fundamentacion

Todos los temas tratados en el taller eran motivo para revisar la concepcién que nos
ibamos formando acerca de la fundamentacién. . En una de las reuniones una docente trajo
las producciones de sus alumnos a propésito de una actividad que les propuso. En este
apartado presentaremos una serie de explicaciones de los alumnos que fueron objeto de
analisis por parte de las docentes y que nos ayudaron a precisar las caracteristicas de esta
actividad. La presentaciéon consiste en la sintesis de las ideas surgidas durante la lectura de
las producciones de los alumnos. No hay una exhaustividad de casos en la presentacion que
hacemos pues se traté de un material presentado a propodsito de una actividad puntual en

un curso.

Una docente habia presentado a sus alumnos como actividad escrita un conjunto de
afirmaciones acerca de las sucesiones de numeros reales, a saber:
1) a, es convergente en 2.
i)  a, es geométrica.
i) a, es una sucesién tal que sus términos pares y sus términos impares tienden a
—oo.
1v)  a, no es aritmética.
v)  a, es oscilante.
vi) a, es una sucesiéon tal que sus términos pares tienden al —© y sus términos
impares tienden al +00,
vil) a, es divergente.
viil) a, es una sucesién de signos alternados.
IX)  a, es aritmética.

X)  a, es tal que existe / tal que para todo #» > 7 se cumple que a, > 100.000.000.

xi)  a, es tal que para todo n se cumple que a,,,- a, es cte distinta de cero.
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El enunciado de la actividad es el siguiente:

Las afirmaciones i) a xi) se refieren a sucesiones. Elige dos enunciados, para cada caso,
que puedan organizarse bajo la siguiente estructura:

“Stuecee. (hipétesis)........... entonces ........ (conclusion)...............
Para cada grupo que armes deberas presentar la fundamentacién que te permita

asegurar la conclusion a partir de la hip6tesis.

Presentaremos algunas elecciones y fundamentaciones (segun la concepcién de los

alumnos) vy el analisis realizado en el taller.

Rta(1) Sii)entonces iv)
81 una sucesion an es convergente en 2 entonces a» no es aritmética.
Porque no existen sucesiones aritméticas que sean convergentes. Las sucesiones aritméticas, al set

su grdfica lineal, son siempre divergentes (al +0 o0 al <o)

La fundamentacién que la alumna construye tiene una estructura “no Q implica no P” que
podria escribirse como “si fuera aritmética entonces no setfa convergente, en particular no
serfa convergente a 2”7 aunque en el lenguaje coloquial que se utiliza esta estructura no se
hace explicita. Mas aun, compartimos con el equipo que el uso de esta estructura no indica
que la alumna sea consciente de la presencia de esta estructura en su razonamiento. La
explicacién de esta implicacién se apoya en un recurso de representacion grafico de las
sucesiones que se habia utilizado en clase segin nos explica la profesora a cargo del curso.
Algunas sucesiones habfan sido representadas en clase como el grafico punteado de
funciones, en particular las aritméticas a partir del grafico de funciones lineales. La alumna
se apoya en esta grafica — aunque no la realiza, es decir que la estd evocando - para indicar
que tendera hacia mas o menos infinito.

Una primera revisiéon de este escrito en el taller nos llevé a considerar que la sentencia
organizada por la alumna es falsa y la fundamentacién no es valida - no ya en su estructura
sino en su contenido — ya que la alumna sostiene que no existen sucesiones aritméticas

convergentes olvidando el caso de las sucesiones aritméticas constantes o de razén nula
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103 : : ,
presentadas en el curso . Analizamos con las docentes que una produccién como ésta da
lugar a una intervencién docente que plantee a los alumnos qué cambios harfan, por un

lado, para que la sentencia fuera verdadera y por el otro para que la explicacion fuera valida.

Rta(2): Siviti) entonces iv)
Si una sucesion a, es una sucesion de signos alternados entonces an no es aritmética.
“an no es aritmética porque las sucesiones aritméticas son divergentes o convergentes, pero no

pueden ser oscilantes”.

En esta respuesta también aparece el uso implicito de la estructura “no Q = no P” y en

esta caso la sentencia organizada es verdadera.

La alumna sostiene su explicacién en una caracterizacién realizada en clase sobre las
sucesiones aritméticas ya citada por la otra alumna en la cual, mediante un recurso grafico
se concluy6 que las sucesiones aritméticas no constantes divergen en tanto las constantes
convergen. Sin embargo la alumna no se apoya en la representacion grafica - que es
portadora de mayor informacién sino en la conclusiéon a la que habfan arribado en clase a
partir de la representacién grafica, esto es, que las sucesiones aritméticas son divergentes o
convergentes. A partir de este hecho - ser convergentes o divergentes - no se puede inferir
que la sucesion no resulte de signos alternados. Entendimos en el taller que hay
aparentemente un implicito en la explicacién que necesita revelarse y esto nos hizo pensar
que la fundamentacion es incompleta. Las docentes propusieron asi que esta era una
oportunidad para intervenir proponiendo a los alumnos, por un lado, ejemplos de
sucesiones convergentes y divergentes y también oscilantes, y por el otro, observar otras
caracteristicas presentes en la informacidn grafica que permitan sentenciar la imposibilidad
de oscilar para este tipo de sucesiones.

Otra fundamentacién dada por otro alumno para esta misma conexion de enunciados es la

siguiente:

“Una sucesion de signos alternados no puede ser aritmética ya que en esta todos los términos
estdn ligados al anterior por la suma de una constante, por lo que no puede ser una sucesion de

signos alternados”

103 L , . . .
Este hecho queda confirmado con su explicacion grafica ya que no tiene en cuenta las funciones lineales
constantes.
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El recurso para fundamentar es la estructura “no Q = no P” el mismo pero en este caso se

apoya en la escritura utilizada en clase, segun nos explica la profesora, para definir a las
sucesiones aritméticas de la forma a =n.r + b y la caracterizaciéon de la diferencia entre
términos sucesivos de la sucesion también realizada en clase. El alumno sostiene de este
modo que sumando reiteradamente una constante no se puede ir cambiando de signo y

esto, entendimos, resulta una fundamentacion vilida de su conexion.

Rta(3): Sivi) entonces viii)
Si an es una sucesion tal que sus términos pares tienden al oo y sus términos impares tienden

al 4o, entonces a, es una sucesion de signos alternados.

“Porque los términos pares son negativos y los impares son positivos’.

" El alumno esti

La sentencia organizada es falsa y la fundamentacién no es valida"
imaginando que el comportamiento que se espera a partir de un N suficientemente grande
esta ocurriendo desde el comienzo. Sin embargo destacamos que tiene algunos elementos
que esperamos de una fundamentacién, esto es, la explicacién es genérica ya que no se
apoya en un ejemplo sino en las caracteristicas de la clase que describe, (al menos en la
formulacién que vemos, es probable que el alumno esté pensando en ejemplos mientras
escribe pero esta dando razones para toda la clase de sucesiones que se menciona) y la
formulacién tiene una estructura deductiva - ternaria que es la que se espera para este
trabajo. Acordamos con las docentes que una intervenciéon que muestre ejemplos de
sucesiones que cumplan con la hipétesis elegida pero que tengan un principio del recorrido
donde los primeros términos no sean negativos los pares y positivos los podria poner en
discusién su afirmacién, aun reconociendo el valor relativo de los contraejemplos —después
de leer a Balacheff- para rechazar una afirmacién falsa. Resultaria interesante a partir de
este contragjemplo recuperar con los alumnos cual ha sido el supuesto empleado por el
alumno para su deducciéon. Seguramente a partir de ello se podrian buscar otras
conexiones. Este ultimo aspecto nos contactaba con una condicién que se fue delineando
como una idea potente a lo largo de todo el trabajo con los profesores: discutir con los
alumnos las razones que los llevan a formular una proposiciébn o proponer un
procedimiento aparece como una oportunidad de adentrarse con ellos en una reflexion

sobre el proceso mismo de fundamentar.

1% En el sentido, tal como lo formula Klimovsky (1994: 86) que conserva la verdad.
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Rta(4): Si viti) entonces v).

Si an es una sucesion de signos alternados entonces es oscilante.

“@or ejemplo a, = 1/n sin es par (convergente a 0) y a, =-1/n +2 sin es impar (convergente a 2)”,

La alumna asocia dos afirmaciones produciendo una sentencia que es falsa. Es interesante
que no se trata de cambiar el papel de hipdtesis por el de conclusién — entendimos que no
hay una confusion en tal sentido - ya que no son verdaderas ninguna de las dos estructuras
posibles: las sucesiones de signos alternados no tienen por qué ser oscilantes y las
sucesiones oscilantes no tienen por qué ser de signos alternados.

En el momento de producir una fundamentacién la alumna da un e¢jemplo, sin analizarlo ni
proponerlo en caricter de ejemplo genérico, simplemente “ostenta” (en el sentido que
Balacheff y otros le asignan a la ostentacién) su ejemplo. Precisando nuestra concepcién de
fundamentacién acordamos en el taller que “mostrar” ejemplos no resulta suficiente. Pero,
ademds el ejemplo que construye la alumna no cumple la hipétesis y si cumple la
conclusion, ya que como bien ella lo sefala, en términos de convergencia, se trata de una
sucesién con dos puntos de acumulaciéon. Es muy probable que el hecho de que una de
ellas tenga como foérmula la expresion positiva “1/n” en tanto la otra tenga en parte de su

13

féormula la expresién negativa “—~1/n” haya hecho creer a la alumna que tomarfa signos
distintos, con lo cual es posible que en su parecer este sea un ejemplo de una sucesiéon que
cumple con ambas caracteristicas: signos alternados y oscilante. No sabemos cémo
estableci6 la alumna la relacién entre la sentencia y el ¢emplo ya que cabe la posibilidad de
que haya pensado el ejemplo y luego acomodado 1a sentencia.

La intervencién docente -propuesta y analizada con las docentes en esta oportunidad —
puede albergar dos fases de trabajo. En una primera etapa se puede analizar con los
alumnos las caracteristicas del ejemplo presentado para que ellos adviertan que no se trata
de una sucesiéon de términos alternados . En una segunda etapa se puede promover la
busqueda de ejemplos de sucesiones con signos alternados alojando la pregunta
“sresultaran inevitablemente oscilantes?”. Las caracteristicas de los ejemplos que se

propongan podran poner en evidencia la distincién entre sucesiones oscilantes y de signos

alternados. Por dltimo y a modo de reflexién se podra analizar el papel de un ejemplo en la
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produccién de una fundamentacién utilizando algunos de los propios ejemplos propuestos

por los alumnos que cumplan con la hipétesis.

Para concluir con este apartado observamos que el andlisis de esta actividad realizada en
uno de los primeros talleres instaldé en las docentes la necesidad de atender a las
formulaciones de los alumnos desentrafando la légica de sus argumentos.

También se nos hizo evidente a todos los que lefamos las producciones y no habiamos
participado en las clases que las fundamentaciones estds intimamente vinculadas a los
conocimientos disponibles para los alumnos: aquello que necesita fundamentarse es, en
principio, aquello que no esta ya instalado en clase como un saber institucionalizado y, a su
vez, la fundamentacion se alimenta de los conocimientos establecidos. Asi Ia
fundamentacién adopta un aspecto local pues depende esencialmente de la forma en la que
circularon los saberes en clase. Al mismo tiempo comprendimos la importancia que cobran
los conocimientos producidos en clase en funciéon del papel que podrin tener en las

explicaciones de los alumnos.

5.4 Interacciones Docente - Alumno

Una vez acordada una ctapa inicial de trabajo grupal para cada problema, surge otra
inquietud relacionada con el rol del docente durante esta actividad de los alumnos. Las
docentes, en esta fase de trabajo, se planteaban dos escenarios posibles. En uno de ellos sus
intervenciones tenderfan a  preservarse de ampliar las explicaciones que los alumnos
pudieran elaborar y limitarse a escucharlas sin sefialar posibles errores esperando la etapa
de puesta en comun mientras que, en el otro escenario, podrian participar mas activamente
aportando contracjemplos que dieran sefiales sobre contradicciones y absurdos en las
respuestas de los grupos propiciando asi cambios y evoluciones en sus desarrollos. En la
primera situacién dejarfan evolucionar las producciones de sus alumnos aunque al mismo
tiempo dejarfan también desprovistos a aquellos alumnos y/o grupos que no supieran qué
plantear frente a los problemas. Emergen en esta instancia las interpretaciones docentes de
diferentes opciones metodoldgicas para la ensefianza. Adn cuando todas se ubican en una

petspectiva constructivista del conocimiento el abanico de opciones desde una “presencia

126



muda” del docente hacia una presencia activa del docente se pudo apreciar en diferentes
momentos del taller.

Situandose el docente en el primer escenario y absteniéndose de participar en grupos, las
relaciones elaboradas por los alumnos tendrfan como primera retroaccién la que ofrecieran
sus propios compafieros de grupo en tanto que el debate posterior funcionarfa como
segundo ajuste o retroaccidén para las producciones grupales. En cambio en el segundo
escenario, al promoverse la interacciéon docente-alumno se generarfan una primera
evolucién de las nociones y relaciones postuladas por los alumnos con una consiguiente
posiciéon mas soélida de la producciéon de cada grupo.

Las docentes se preguntaban de este modo qué caracteristicas podria adquirir esta primera
fase adidactica'” del trabajo. Esta inquietud de las docentes mostraba asi que existen
concepciones que asocian lo adidactico con la ausencia del docente. Al mismo tiempo se
concibe la intervencién docente diluyendo la autonomia o la construccién de autonomia de
los alumnos. Ia observacién nos permitié confirmar que el docente puede modificar el
medio de los alumnos de diferentes maneras produciendo distintos escenarios en los que se

sostiene la adidacticidad, a partir de sus intercambios con los grupos.

Nos interesa mencionar con referencia a esta inquietud planteada que en ocasiones los
docentes conciben-anticipan - esperan que los alumnos recorran una serie de pasos en la
resoluciéon de problemas (seguramente en relaciéon con la propia forma en la que los
docentes lo han concebido) y ven las actividades de los alumnos en términos de
coincidencia o disidencia respecto de este recorrido imaginado por ellos. Los recorridos
imaginados (que surgen en el analisis previo de los problemas) pueden ser mas simples o
mas complejos, mas lineales 0 mas abarcativos de opciones pero en cualquier caso cuando
el docente pone en primer plano “una forma de trabajo” y analiza las producciones en
términos de “mds o menos distantes” respecto de su forma de pensar el problema, concibe
un trabajo menos rico. Los alumnos tienen que dirigir su accionar hacia aquello que el

docente ha concebido'®.

En otra légica trabaja el docente que se posiciona desde las producciones de sus alumnos y
se cuestiona la posibilidad (o no) de resolver un problema (o responder a una consigna

siendo ésta la que fuere) a partir de las ideas que ha planteado un alumno.

105 - - S .
En el Marco Tebrico se presenta la nocién de adidacticidad. Aclaramos que este término no fue un

término usado con los docentes.

106 . L
Este tema es mencionado en el Marco Tedrico en el apartado “El docente y el error”.
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Esta cuestion es absolutamente central en referencia a la produccién de fundamentaciones
y al involucramiento de los alumnos en un trabajo intelectual. Es por eso que la hemos
tomado como uno de los aspectos de la intencionalidad docente. Ya hemos mencionado
que la producciéon de argumentos, explicaciones, demostraciones, validaciones no es
algoritmizable y los recorridos no son unicos. Entendemos que para que un alumno

pueda ser productor se requiere un docente que pueda pensar junto a él.

Convenimos con las docentes que su intervenciéon durante la fase de trabajo grupal estaria
condicionada por la posibilidad de los alumnos de producir ideas: intervendria mas
centralmente a través de confrontaciones y devoluciones en aquellos casos en que los
alumnos se vieran frenados en su trabajo por una duda-contradiccion u otra situacion. Este

acuerdo daba un buen margen de maniobra a las docentes.

A esta primera fase de intervenciones docente alumnos sigue una segunda fase en la cual
los alumnos, ya en una puesta en comuin, comunican, discuten y analizan sus producciones,
¢qué harfan las docentes frente a producciones muy homogéneas o muy heterogéneas? En
referencia a las fundamentaciones ¢qué aceptarfan como fundamentacion? Estas cuestiones

ocuparon nuestra atenciéon a continuacion.

Resolvimos en equipo que si las explicaciones de los alumnos se apoyan en ejemplos que
“se muestran”, si no hay anticipacién, ni exploracion, si las respuestas son contingentes
cada docente retomarfa durante la interaccién el cuestionamiento de tales explicaciones a
través de preguntas sobre la validez de sus explicaciones en otros contextos: “esto que
ustedes dicen ¢serd siempre asi?”. Esta formulacién a la que llegaron ¢les da seguridad,
certezar, Jes la mas amplia posible?, stiene en cuenta todos los posibles?, ¢se contrapone a
la que se formulé la clase anteriorr?. La memoria de clase comenzaba asi a ser una

cuestion relevante para el progreso de esta actividad.

En la etapa final del taller cuando ya todos habian finalizado sus clases, algunas docentes
sefialaron que este aspecto de la gestion de la clase las confronté con practicas a las que no
estaban acostumbradas. La escuela, entendemos, define para el docente un lugar distinto, y
esta propuesta choco en este aspecto y en tantos otros con algunos dispositivos escolares.
Las docentes se vieron en la necesidad de revisar sus practicas y resolver sus

intervenciones “controlando  sus impulsos de intervenir con explicaciones en las
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producciones de sus alumnos” (las comillas sefialan los términos utilizados por las propias
docentes), o bien, como nosotros hemos denominado, “regulando su asimetria”. Esta
tension se vio en la observacién de clase. La propuesta de trabajo analizada en el taller
traté de formas distintas la idea de un estudiante auténomo. Sin embargo la institucién
escolar con sus marcas indelebles de control fagocita algunas alternativas de trabajo. Los
docentes van maniobrando dentro de algunos espacios que a veces caen por el mismo peso
institucional. Burbules sefiala, en su estudio sobre el didlogo en la ensefianza, la necesidad
de “prestar atencion a los contextos institucionales e ideolégicos que constituyen la
situacién de habla; no hace falta decir que esos factores suelen obstaculizar las posibilidades
dialégicas de determinados participantes en situaciones particulares, y que no siempre son
remediables a pesar de la persistencia y de las buenas intenciones de los participantes”
(Burbules: 1993, 41). Encontramos dos aspectos institucionales relevantes del contexto -
como lo sefiala Burbules - a los que debimos prestar atencién durante el proyecto pues
entendimos condicionaban la emergencia de la fundamentacion puntualmente pero, mas en
general, de una modalidad de trabajo en el aula tal y como la planteamos. Uno de ellos es
el conjunto de expectativas que tiene el alumno respecto del docente descriptos por la TS
en el concepto de “contrato didactico”. Otro de ellos es el conjunto de expectativas que
tiene la institucién escolar respecto del docente que condiciona su tarea, naturalizando
ciertas practicas, como por ejemplo la de predeterminar el tiempo asignado a la enseflanza

de un tema independientemente de la “reaccién” de los alumnos.

5.5 El Alumno Productor de Ideas

La configuracién de una trabajo fundamentado trafa aparejada otra configuraciéon: la de un
alumno con capacidad para producir ideas. Tenfamos ideas generales sobre la
representacion de los alumnos que tenfan las profesoras de este equipo surgidas de las
entrevistas iniciales y sabiamos que las distintas concepciones posibles iban a influir en la
gestion de clase. El taller dio oportunidad a que las docentes plantearan en términos de
posibles y de obsticulos una representacion de sus alumnos. También el propio Taller fue
modificando, a veces solo parcialmente, esta configuracién. En este apartado presentamos

los emergentes del taller y el tratamiento que tuvieron.
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5.5.1. Aceptacioén y rechazo

En el primer taller algunas docentes trajeron como inquietud la resistencia de los alumnos
para estudiar ciertos temas de matematica, como un hecho que se repite afio tras afio en los
mismos temas. La resistencia de los alumnos surgié como tema en la medida que debiamos
definir el area tematica en la que {bamos a desarrollar el proyecto. Durante muchos meses
de trabajo - aun después de haber definido el area conceptual donde trabajarfamos - las
docentes no tenifan claridad respecto de la adhesién o rechazo que nuestro proyecto de
enseflanza tendrfa entre los alumnos. Queremos decir con esto que todo el grupo tenia
presente que una condicién para el aprendizaje es que el alumno acepte la devolucién que
le hace el docente de la situacién adidactica (aunque ningin miembro del equipo lo
planteara en estos términos). Interpretamos que en funcidén de esta incertidumbre y
también para alimentar el proyecto, las docentes ensayaban en sus clases algunas
actividades preliminares que incorporaban elementos de la discusion desarrollada en el
taller y cuyo funcionamiento en las aulas a la vez alimentaba las discusiones del taller. Las
docentes testeaban de este modo el potencial del proyecto del trabajo de fundamentacién
en el que estaban inmersos.

Con el correr de tiempo y la puesta en escena de las actividades que habfamos desarrollado
las profesoras pudieron constatar —y nosotros también- que los alumnos adhieren con
genuino interés a un proyecto de ensefianza donde la figura central es el propio alumno en
su calidad de productor de ideas. En este sentido la experiencia de trabajo colectivo de
construccién de un proyecto —como lo hemos sefialado al principio de este capitulo-
modifica para estas profesoras una perspectiva muy instalada en ciertos ambitos segun la
cual los alumnos se motivan mas o menos en funcién de los temas que se traten. Aunque
no hemos profundizado estas ideas con las profesoras del taller, el trabajo realizado nos
permite vislumbrar la potencialidad de los espacios de trabajo compartido sobre proyectos
para el aula para poner en discusion ciertos puntos de vista muy arraigados. Consideramos

que es necesario seguir explorando acerca de esta potencialidad.
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5.5.2. El lenguaje matematico en las producciones de los alumnos

La fundamentacién tal y como lo hemos planteado en el Marco Tedrico se concibe desde
un lenguaje familiar. Esta caracteristica fue bienvenida cuando la planteamos a las docentes
ya que ellas en su actividad de ensefianza son conscientes de la necesidad de permitir que
los alumnos utilicen expresiones sin rigor matematico en sus producciones, explicaciones y
razonamientos tanto escritos como verbales - esto es dar cabida en clase a una
informalidad en el lenguaje - como una forma de propiciar la participacién. Todas
coincidieron en que estas primeras formas de expresion se iban luego enriqueciendo con el
aporte del docente y por lo tanto se propicia una evolucién en el lenguaje. (Taller N° 1, p-
9) La evolucién del lenguaje estaba presente en las docentes — siendo entonces pre-
existente al taller- y se hablaba entonces de una graduaciéon en la incorporacion y uso de
expresiones matematicas. Transcribimos un breve intercambio en el cual una docente se
pronuncia sobre el valor de algunas explicaciones de los alumnos que si bien carecen del

55107

“lenguaje apropiado dictado por la matematica” " son portadoras de las ideas y conceptos

matematicos que se espera se pongan en juego en la clase

Dialogo 5.6. (Taller 1) Sobre las configuraciones de una docente acerca de lo que
puede constituirse en una fundamentacion.

Doc;. Ellos buscan muchos ejemplos. Creo que el ejemplo es protagonista en la
validacion—-fundamentacion. Por ejemplo, cuando uno busca ejemplos que cumplan
condiciones y de repente aparece el ejemplo que no cumple — “el contraejemplo” - y
eso es muy bueno.

Coords. En el otro caso podria decirse que en algin momento el cimulo de ejemplos
condensa en un ejemplo genérico donde hay, muchas veces aunque no todas, armada
una fundamentacion, ¢no?

Doc;. Si claro. Suponete estaban analizando sucesiones que eran divisiones de
2

. . . . i n +1 ]
polinomios y estaban analizando los limites. Por ejemplo ——. Un alumno dice que
n
n® va a infinito y que n también. Pero otra chica dice que n® va mucho mas rapido y

que en las sucesivas cuentas que se pueden hacer se separan. Entonces si la brecha es
cada vez mas grande eso tiene que ser divergente. Para mi eso es una validacién —
fundamentacion

197 1 a5 comillas intentan resaltar el valor relativo de la expresion. Como hemos sefialado en el marco teérico,
la adecuacion del lenguaje es relativa a una comunidad y la institucién Matematica tampoco tiene parimetros
universales. Cuando los docentes hablan de “lenguaje apropiado de la Matematica” suelen tener como
referencia aquello que se ha instalado en la institucién escolar a lo largo del tiempo, no necesatiamente a la
comunidad Matematica.
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(las otras docentes coinciden con Doc; en considerarlo una validaciéon-fundamentacion).

Doc;. Si claro! Para mi es una validacién. Lo que pasa es que por ahi no usé la nocién de
limite.... (dicho con tono de enumeracién meticulosa)

Coord,. Vos lo que querés decir es que no es estrictamente una demostracién. “no lo
demostro”

Doc,. A ver (con risa) cuando nosotros estudiamos matematica....
Coords. Eso no hubiera sido aceptado! (risas)

Coords. Bueno pero a vos te satisface eso ahora porque ahi hay entendimiento. En esa
explicacién habia alguien que estaba entendiendo de qué cosa estaba hablando. Después
el consabido VY € dn /... es pura retérica, no?, suena mas a un manejo de un lenguaje

sin que haya necesariamente entendimiento. Por eso yo entiendo el comentario anterior
(en referencia a lo que se aceptaba o no antes) y entiendo su pregunta (realizada por el
mismo profesor en otra parte no reescrita de este didlogo) acerca de si este tipo de
ejercicios lleva al alumno a entender qué hace cuando produce una deduccion y lo ayuda
a comprender en qué consiste el acto de fundamentar o si se trata de un “como si”.

Doc;. Yo no lo tomé como una destreza en el manejo de un lenguaje.

Coords.  Si pero fijate que muchas veces sentimos una cierta incomodidad en el
momento de ensefiar ciertos temas de cierta forma y que esa incomodidad deviene de
comprobar que muchas veces ese manejo, uso y ostentacién del lenguaje es bastante
mecanico y no trae entendimiento. Y ahora que estamos pensando acerca de ciertas
practicas podemos decidir qué queremos hacer entrar y qué no en este juego para que lo
que se haga no consista en repetir de memoria un repertorio de afirmaciones sino en
entender — aunque sea con menos vocabulario y formalidad — por donde van las ideas.
Pero eso que esta diciendo en este contexto lo va a poder trasladar a otros, no hace a
los numeros que pusiste ni a la situaciéon que le pusiste, y es mas por ahi hasta lo va a
sacar de la matemadtica y por ejemplo lo va a llevar a una clase de fisica. Por eso me
parece que es vital... distinguir de “ponerse contenta o yo me doy por satisfecha en
tanto conformidad” a “consensuar que esto es para nosotros una explicacién razonable”
y luego, a partir de ahi ver como los propios alumnos acuerdan y comprenden cuéles
son aquellas explicaciones que son aceptables de aquellas que no”.

La docente sefiala que dar cabida a un lenguaje coloquial puede favorecer la producciéon de
explicaciones portadoras de entendimiento y toma distancia de la concepcién del lenguaje
como destreza. A la vez reconoce que es ella, en tanto profesora, la que decide y regula qué
aceptar y qué no. Priorizar la entrada de los alumnos en un dialogo les permite asi, no solo
dar cuenta de sus ideas sino que también aporta a la construcciéon de nuevas ideas. Veremos
en el Capitulo 7 como la Fundamentacién puede promover tanto la validacién de las
proposiciones que se sostienen como también puede ser un instrumento para la

construccion de nuevas ideas.
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5.5.3. El tiempo en la escuela

Al finalizar la produccién de los problemas con contexto y de cara a la presentacion de los
problemas descontextualizados propusimos a las docentes realizar con los alumnos una
revisién de todos los problemas con contexto indagando en cada caso el aspecto de las
férmulas que hubieran surgido o completando la producciéon de férmulas llegado el caso.
Esto habilitarfa a las docentes a formalizar la férmula de la familia exponencial. Ante esta
propuesta las docentes dudaron de la factibilidad de tal actividad. La posibilidad de revisar
practicas anteriores en clase topaba desde su perspectiva con un conjunto de dificultades
no menores y especificas que iban desde las ausencias de los alumnos que conllevan a
lagunas en sus carpetas hasta la costumbre de no guardar por mucho tiempo y o perder el
material de trabajo. La cultura atomizada de la escuela se hacfa presente tomando una
forma — en este caso la compartimentalizaciéon del tiempo - que iba a operar como
obstaculo de cara a la actividad de la fundamentaciéon. Teniamos por entonces una idea de
la importancia de la apoyatura en practicas anteriores para sostener un trabajo de este
tipo'". La observacién (que sera analizada en los capitulos 7 y 8) nos mostr6 la enorme
importancia de esta posibilidad de volver a producciones anteriores y de habilitar la
reflexién y comparacion de estrategias y otras producciones. Querfamos también proponer
la evocacién de los problemas con contexto en la parte del trabajo descontextualizado.
Nuevamente necesitibamos que los alumnos dispusieran de sus producciones anteriores.
La memoria escolar o el tiempo didactico se volvian elementos de importancia para
considerar. Consensuamos con las docentes algunas formas de trabajo que eviten este
“olvido” de los alumnos tales como entregar el conjunto de consignas en bloque, ir
pidiendo algunas producciones escritas individuales o grupales o también disponer de

material impreso para solucionar imprevistos.

5.6 Contenidos potentes en la ensefianza para la produccion
de fundamentaciones

La demostracién estd asociada en la escuela a la enseflanza de la geometria. Es este el

contenido privilegiado para dar inicio a la actividad de abstraccién y demostracion. Con el

108 ‘o - . . S
Desarrollamos en el Marco Tedrico la nocién de evocacién y de tiempo didactico.
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propésito de concebir un trabajo “posible” en la escuela media ya habjfamos definido a la
fundamentacién como el tipo de practica a desarrollar. . En este sentido, entendida como
practica, todo el trabajo es pasible de ser fundamentado. Sin embargo, reconociamos a
priori que hay zonas mas potentes que otras para esta actividad. La conceptualizacién
desarrollada sobre la fundamentacién y presentada al inicio del taller era provisoria y luego
de ser comentada a las docentes propusimos que su reformulacién deviniera de un proceso
dialéctico en el cual la practica de fundamentar fuera concebida a propésito de la ensefianza
de un area conceptual, entendiendo que esta decision delineaba las practicas de
fundamentacién posibles.

La busqueda del area tematica fue recorrida junto con las docentes. Partimos de una
pregunta: qué contenidos podian resultar mas potentes para que se pusiera en primer plano
aspectos referidos a la fundamentacién. Una primera aproximacién para responder a esta
pregunta fue consensuar que ciertos contenidos del curriculum de la escuela media
habilitan mds que otros a cuestionarse y discutir acerca de aspectos que tratan, a armar
hipétesis, a desarrollar ideas albergando incluso la alternativa de que “otro” tenga el
derecho a cuestionarla. Un contenido con tales “posibles” serfa considerado potente,
porque lo que es potente es sostener una idea, hacerse preguntas, dudar de uno, es entrar
en la incertidumbre y discusién con la idea del otro, es arribar a conclusiones, es construir

conocimiento aunque éste resulte local o provisorio.

5.7 Actividades que promueven la emergencia de la
fundamentacion

La exploracién de contenidos potentes estuvo asociada a la exploraciéon de actividades
dentro de dicho contenidos. Con ejemplos en sus mentes el equipo fue proponiendo un
conjunto de actividades que queremos mencionar y desarrollar. Sabemos que no todas ellas
podrian adaptarse a la enseflanza de cualquier tipo de contenidos pero, en este esfuerzo
por categorizar, definir y generalizar han surgido algunos modelos de actividades que
entendemos es importante tomar y presentar como un resultado de todo este proceso de

formulacién de condiciones en clase para la emergencia de la fundamentacién:

a) desarrollar conjeturas
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b)

g)

h)

trabajar la estructura “si.....entonces” a partir de distintas actividades, por ejemplo
unir hipétesis con conclusiones, determinar hipdtesis para alguna conclusion,
determinar de un conjunto de conclusiones posibles alguna que se pueda deducir de
alguna hipdtesis.

Decidir si una sentencia es verdadera o falsa.

Encontrar contraejemplos que permitan dar evidencia sobre la falsedad de una
sentencia.

Dar condiciones para que una afirmacién resulte verdadera siempre o en un
determinado contexto.

Debatir sobre conjeturas que se refutan unas a otras

Comparar ejemplos de objetos matematicos, teniendo como objetivo la busqueda
de caracteristicas (tedricas) en comun. No se trata de tener un listado de
propiedades y de ponerlas en funcionamiento en los ejemplos o determinar si estan
presentes o no sino de promover mediante la observacion, la elaboracion por parte
del alumno de tales caracteristicas, su enunciado. Posteriormente se puede inquirir
si tales caracterfsticas seran comunes a todos los ejemplos de una categoria de
objetos.

Construir modelos matematicos que tepresenten situaciones de la realidad y
problematizando su adaptacion a la realidad.

Propiciar el intercambio de informacién que los marcos grafico y algebraico pueden

aportar sobre ciertos objetos a la luz de alguna pregunta.

5.7.1 Un caso especial: los problemas con condiciones

De entre todos los tipos de actividades mencionados en el apartado anterior, este tipo de
problemas ocupé un tiempo considerable del taller, y finalmente también ocupd un lugar
importante en la secuencia por su potencia para introducir a los alumnos en un proceso de

reflexion y de abstracciéon motorizando fundamentaciones.

Ya para el segundo Taller una docente nos presenté un problema que habia desarrollado
con sus alumnos y del analisis de la actividad concluimos que estos problemas suscitaban
una oportunidad para trabajar el proceso de generalizacién con los alumnos. El problema

tenia el siguiente enunciado:
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Cuales son las condiciones que se pueden imponer a los parametros a, p,q para
que la grafica de f(x)= a|x + p| + g resulte tener cada una de las siguientes

caracteristicas.
a. Una sola raiz real.
b. Dos raices reales
¢. El eje de simetria desplazado horizontalmente
d. El eje de simetria desplazado verticalmente,
e. El vértice en el cuarto cuadrante.

f. El vértice sobre el semieje x .

Algunas respuestas de los alumnos eran puntuales ya que se basaban en ejemplos: “Si
p=-1, a=1y q=-2 entonces tiene dos raices reales”. Este tipo de respuestas eran
aportadas por alumnos que habian ensayado distintos ejemplos de esta familia de funciones
con sus correspondientes graficas y que habfan encontrado en algin momento algin caso o
algiin par de casos donde aparecieran —segun los items pedidos - por ejemplo, dos raices
reales. La obtencién de tal respuesta podtia ser en cierto modo azarosa y en tal caso los
alumnos no estarfan en condiciones de fundamentar por qué razén este ejemplo cumplia y
otro no. Explicar la génesis de las respuestas surgioé en el taller como una forma de

intervencion docente que promueve la emergencia de la fundamentacion.

Vimos ademas que no todos los alumnos tenfan el mismo control sobre el efecto que cada
parametro tenfa sobre la grafica y, en tal caso, su exploracién era mas o menos controlada
segun este conocimiento inicial (del papel de los parimetros). La propia exploraciéon
producia conjeturas sobre la intervencion de cada parametro en la grafica y esto daba
oportunidades de producir respuestas con distinto grado de generalidad sobre las

condiciones y al mismo tiempo de producir conocimiento sobre esta familia de funciones.

La generalidad de las condiciones podia entonces variar partiendo desde el ejemplo puntual
que convenimos en aceptar como una condicién hacia otras con mayor grado de
generalidad como por ejemplo “Si a es positivo, p es cualquiera y g =—1 entonces tiene

dos raices reales™.

Arribamos a este acuerdo después de un proceso de discusiéon que partié de posiciones

bastante diferentes por parte de las docentes. Aqui mostramos en el didlogo esta situacion:

136



Dialogo 5.7. (Taller 2) Qué explicitaciones se requieren para conformar la busqueda
de condiciones.

Doc;. Si vos lo que querés es que haga el salto a los parametros genéricos no le podés
poner buscar las condiciones.

Coord;. Eso que te dice el chico y te lo justifica, busca evidencia es lo mas pertinente
en términos de un proceso. Porque queremos que este chico en algin momento haga lo
mismo que el otro que puede hablar de los parametros.

Coords. ¢Querés que este alumno haga lo mismo que el otro?

Coord;. Y si que piense un poco mas genéricamente

Coords. ¢ustedes también quieren eso? (interpelando a las otras docentes que estan
escuchando atentamente).

Docs. Y el que pensaba asi me gustaba mas (risas).

Docg. Nos gusta mas porque generaliza y eso nos convence.

Doc;. No el mismo razonamiento pero si que generalice.

Coord;. Yo si quiero que salga con esta produccion.

Coords. Para mi no consiste en una validacion con un ejemplo, un alumno empezd a
trabajar y por ahi decidi6 que esa era una condicion. Habria que ver como explicamos
que esto es o no es una condicién. (Para algunas docentes esta produccion se interpreta
como dar un ejemplo y para otras se puede interpretar como una condicién)

Docy. Pero éste te dio un ejemplo.

Coord;. El chico esta concibiendo que esta es la respuesta que estd esperando el
docente, ac4 hay que decidir qué cosa significa deme una condici6n.

Coords. Pero atn asi otras condiciones que ya dimos, no siendo ejemplos de un solo
valor para cada parametro tampoco son los mas generales. ¢Cémo se ve que se esti
buscando la condiciéon mas general? (Es ésta la condicién que se estd buscando?

Coord;. Por ahi hay que ver que ese enunciado no te habilita a todo. Para nosotros dar
una condicion es dar la condicién mas amplia pero para el alumno...

Coords. Por eso yo digo que es gestion del docente hacer aparecer estas generalidades.
Docy. A todo esto los chicos estan acostumbrados a que si yo les pido ejemplos no se
los digo asi. Les digo dar ejemplos.

Coords. ¢Vos querés decir que cuando decis dar condiciones los alumnos contestaron
con generalidad o no contestaron nada?

Docy. No. Yo digo que para mis alumnos buscar condiciones es buscar la mayor
generalidad posible. Si no, yo les digo busca un ejemplo o dos o lo que sea.

Docg. Y los que no respondieron con ejemplos ni como la monada de alumno esa que
mostraste, ¢qué hicieron? (risas).

Docy. Pusieron condiciones parala p.

Coord;. Ahora si hilamos fino tampoco es lo mismo decir a positivo y g negativo o
bien a negativo y p positivo. Tampoco es el mismo enunciado que “que tengan

distinto signo”.

Este analisis nos permitié ver que los problemas que piden al alumno la elaboracién de
condiciones propician la exploracién y actividades de sintesis que se apoyan en la reflexion,
en la abstraccién y también en la generalizacién. En estas circunstancias la fundamentacion
— explicacion genérica que promueve el entendimiento - es parte constitutiva de cada uno

de estos procesos. A su vez la participacion del docente se hace necesaria en funcién de las
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producciones de los alumnos para gestionar la diversidad de producciones, para
organizarlas y o confrontarlas, sefialando los alcances provisorios de los alumnos.

Al determinar condiciones los alumnos estin maniobrando sobre la hipdtesis de la
estructura “si...(hipotesis)...entonces...(conclusion)...”. En esta situacién la mayoria de las
situaciones nos llevan a considerar familias de funciones que vendrian dadas por férmulas
con parametros y cuando los alumnos determinan qué hay que pedirles a esas funciones
para que cumplan con alguna propiedad eso se traduce en dar valores a los parametros.

En el campo de la geometria que entra en la escuela, las familias de figuras geométricas que
los alumnos estudian no estis definidas por parametros sino que se expresan mediante
relaciones. Son estas las relaciones que los alumnos analizan cuando tienen que imponer
condiciones. Al trasladar este estudio de familias de objetos al campo de las funciones se
hacen presentes los parametros. Asi surgié para nosotros una familia de problemas que
considerarfamos en nuestra propuesta didactica.

Trabajar con condiciones no se materializa Gnicamente en buscar condiciones. En una
primera instancia hemos producido y analizado problemas donde los alumnos tienen que
elegir de entre un conjunto de distintas condiciones cual es la adecuada para ciertos
propositos, es decir que las condiciones no deben ser producidas por ellos pero si elegidas
por ellos de un conjunto de posibles condiciones'”. Estas condiciones permiten conectar
térmulas con graficos. Hemos anticipado a partir de la experiencia de las profesoras con
estos problemas que estos ejercicios favorecerfan la actividad exploratoria y serfan un buen
punto de partida para que luego los alumnos tuvieran que generar “las condiciones” en
otros problemas.

En referencia a la actividad exploratoria también nos parecié importante distinguir que
algunas exploraciones son azarosas en tanto que otras van guiadas por una logica, obedecen
a una sistematicidad y una intencién de control por parte de los alumnos. Los datos que
evaluan responden a preguntas que ellos se van formulando: la dialéctica entre preguntas y
exploraciones va conformando un escenario para la fundamentacién. Los docentes, en la
medida que se anotician de este proceso pueden colaborar en el sostén y guia de las

preguntas que orientan la exploracién de los alumnos.

Entendemos que de este modo se producen dos didlogos o dialécticas: uno entre la
formulacién de preguntas - a veces de los propios alumnos pero fundamentalmente desde

el docente a través de los problemas que trae - y la exploracién de los alumnos y otro entre

"% En el apéndice de problemas, el N° 8 de la segunda seccion corresponde a este tipo de problemas que

estamos mencionando y sera analizado en el préximo capitulo.
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la producciéon de ejemplos y las fundamentaciones que los alumnos producen como
resultado de un proceso de generalizacién y abstraccién que surge del andlisis de los
ejemplos.

Estos dos dialogos se conectan finalmente por la relacién que hay entre la exploracién y la
produccién de ejemplos tendiendo un puente que conecta la formulacién de preguntas o

conjeturas con la produccién de fundamentaciones.

, FORMULACION DE PREGUNTAS Y
EXPLORACION <-->

A CONJETURAS
I
v FUNDAMENTACIONES PRODUCTO
EJEMPLOS “QUE DE LA
EXPLICAN” < -/~ > ABSTRACCION/GENERALIZACION
PRODUCTO DE LA QUE SE PRODUCE DESDE LOS

EXPLORACION EJEMPLOS

Esta actividad no esta restringida a los problemas de condiciones pero ellos fueron la base

que dio lugar a esta conceptualizacion.

5.8. La gestién docente y los posibles en clase a partir de la
experiencia del taller

La concepcién de este conjunto de problemas, la formulacién de la practica
“fundamentacién” a desarrollar en clase y en general todas las cuestiones ya planteadas en
este capitulo contribuyeron a consolidar la necesidad de una gestiéon docente que propicie
la producciéon de los alumnos, que entre en didlogo con sus producciones, que piense junto
a ellos, que - detectando formas de razonar y elaborando preguntas a los alumnos -
contribuya a que ellos puedan comunicar sus formas de pensar y resolver problemas a
otros. El docente pone asi en juego la comunicacién como una forma para hacer circular el

conocimiento, y activa la reflexién sobre procedimientos como una forma de abstraccion.
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A modo de cierre sefialamos que las docentes reflexionaron sobre los elementos destacados
del taller en el dltimo encuentro. Una de las conclusiones que creemos es la mas potente es
que todas reconocieron haberse animado a desarrollar y explorar en clase formas de trabajo
novedosas acordando que ello se debid tanto a la posibilidad de pensarlas previamente en
el marco de una discusién con pares y expertos como asi también a la alternativa de poder
tracr de regreso la experiencia, abordar un analisis y tener una devolucién en el mismo

taller a posteriori.

Creemos importante sefialar que para que las docentes desarrollaran practicas nuevas hubo
también un proceso nuevo que tuvo lugar durante el taller y este consisti6 en la
configuraciéon de un alumno genérico — a partir del que todos trafamos, docentes y
coordinadores ain cuando no fueran coincidentes — capaz de interpretar este proyecto
aceptandolo como tal, y capaz de elaborar parte o todo el conjunto de producciones que
estabamos anticipando. Entendemos que las docentes no se olvidaron de aquel alumno que
trafan al taller pero alojaron preguntas y posibles que configuraron su intencionalidad. En
sintesis, la configuraciéon de una tarea de enseflanza factible se desarrolla junto a la
conformacién de un alumno capaz de abordatla. Este aspecto de la actividad de analisis a
prioti que desarrollamos en el taller es la que marca una distinciéon importante con aquella
que se propone mediante la ingenierfa didactica donde el objeto de ensefianza y los sujetos
involucrados son genéricos. El alumno que se conformaron las docentes a lo largo del taller

mantenia caracteristicas concretas de su experiancia en el aula.

Otra de las cuestiones que las docentes destacaron - y que desde nuestra propia mirada
también consideramos un hecho de relevancia - es que la observaciéon de clases les
permitié compartir con otro colega la apreciacién tanto sobre las actividades, gestos,
respuestas, preguntas, producciones de los alumnos como las respectivas de ellas mismas.
Este espacio de reflexion sobre sus practicas les permitié desarrollar una capacidad de auto-
observaciéon que no habfan podido desarrollar antes y que enriquecié su propia mirada
sobre ellas mismas y sobre la clase. En todos los casos las primeras observaciones
registraron un nivel inicial de tensién en las docentes, entendemos que por la observacién
en s{ misma, pero esta tension se fue disipando en el transcurso de la observacion de clases
y se transformé en todos los casos en un clima de trabajo en equipo donde la confianza se
instalé en la clase. Las docentes tenfan un gran interés hacia el final de la secuencia en

reconstruir situaciones de clase con el observador, indagar los puntos de vista del
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observador respecto de momentos de la clase que involucraba a sus alumnos pero también
a ellas mismas y descubrir como en la oralidad eran posibles varias lecturas tanto respecto
de dialogos con los alumnos como asi también respecto de sus propias intervenciones. La
lectura de registro de sus clases les permitié recomponer escenarios de trabajo en aula y
verse a sl mismas con mas objetividad. Esto reforzé su entusiasmo por la reflexién sobre

sus practicas.

De la misma manera las docentes advirtieron haber alcanzado una nueva forma de escuchar
las producciones de sus alumnos en el sentido de escuchar y percibir expresiones que antes
no parecian haber estado presentes. En este sentido vemos que la decision de elegir
docentes con experiencia en el 4° afio y con experiencia en la institucién en la que trabajan
permitié que se advirtiera este cambio. Poder estar atentos a las formas de razonar de sus
alumnos requiere, no obstante, mas que un proceso previo de reflexidon sobre ellas.
Requiere también una asignacién de tiempo para su exploracién, problematizaciéon y
desarrollo en clases. Esta es una decision que afecta al curriculum. El tiempo destinado a la
enseflanza de la exponencial fue mucho mayor que el que se destina usualmente. Esto fue
compartido por todas las docentes a pesar de que su trabajo se desarrolla en distintas

modalidades de ensefianza.

Las docentes reconocieron haber experimentado una importante tension durante las fases
de trabajo grupales de sus alumnos para refrenar sus impulsos de intervenir en las
producciones, dialogos y discusiones de ellos. Entendemos que existe una lectura todavia
simplista acerca del significado de la situacién adidactica que aporta la TS y - més en
general - aquellas nociones que aporta el constructivismo sobre la necesidad de dejar a los
estudiantes que construyan solos el conocimientos sobre la cual los docentes encuentran
todavia mas preguntas que respuestas a la inquietud referida a su espacio de accién en el
aula. Con el tiempo este impulso refrenado se fue transformando por intervenciones que
propiciaron el dialogo, la explicitacién de las posiciones de los alumnos y otro conjunto de
interacciones que permitieron una devolucién del docente a sus alumnos fértil para la

produccién. Daremos cuenta de ello en los préximos capitulos.
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5.9 Sintesis del Capitulo

A modo de cierre queremos destacar que el Taller pasé por distintas etapas de trabajo a lo
largo de los ocho meses de funcionamiento y que partiendo de una discusiéon genérica
sobre la practica de la fundamentaciéon se constituyé en un espacio de reflexion donde se
consolid6 una intencionalidad docente necesaria para la gestién de los problemas en clase a
través de un proceso de construccién de confianza que se apoyd en una concepcion de las
docentes como sujetos intelectuales que conformaron junto a coordinadores y especialistas

una comunidad de produccién.
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6. ANALISIS DE LA SECUENCIA DE
PROBLEMAS

INTRODUCCION

En este capitulo analizaremos el material producido por el equipo durante el taller y llevado
luego a clase con los alumnos. Mostraremos qué objetivo nos propusimos y en tal caso
dialogaremos con el capitulo anterior en términos de algunas discusiones del taller que
sostuvieron este disefio. El analisis incluye — claro - las anticipaciones realizadas que
necesariamente pondremos en relacién con el posterior desarrollo en campo. Hemos
decidido no restringirnos a las anticipaciones y nutrir también este analisis con algunas
producciones de la clase que nos parecen especialmente significativas para ampliar el
abanico de posibilidades que ofrece la propuesta. La labor del docente queda
momentaneamente en un segundo plano y serd objeto de un analisis exhaustivo en los

préximos capitulos

Durante el trabajo en el taller diseflamos junto con las docentes del proyecto seis
problemas donde el modelo exponencial surge como forma de describir diferentes
fenomenos. Quisimos que en cada uno de ellos los alumnos fueran indagando sobre las
caracteristicas de procesos de crecimiento y decrecimiento relativos a diferentes

: 110
contenidos.

Los enunciados muestran, a partir de distintos tipos de datos, un cambio en las variables
mencionadas y en cada uno de ellos las consignas tienen la intencién de que los alumnos
tengan que explorar las situaciones, y formular (ya sea como conjetura, hipétesis o como

afirmacién) un modelo de evolucién de estas magnitudes.

MO A partit del aporte de los docentes en el Taller de un conjunto de problemas que se utilizan
frecuentemente en la presentaciéon del modelo exponencial en la Escuela Media ideamos estos problemas
donde los alumnos se encuentran con procesos de crecimiento y decrecimiento de: areas de figuras
geométricas (elegimos cuadrados), poblaciones (en este caso de piojos y bacterias), montos de dinero
(tomamos sueldos) y de la intensidad luminica al descender en las profundidades de una laguna.
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Acordamos entregar a los alumnos estas secuencias sin mediar explicacién alguna sobre la
., . 1111 , . ., .

funciéon exponencial . Tampoco aparecia mencionada la funcién exponencial en las

consignas entregadas (ni como titulo ni como parte de ningin enunciado). El analisis de

estos problemas se desarrolla en el punto 6.1.

En un segundo momento y recuperando las relaciones que los alumnos elaboraron en la
primera etapa, propusimos una serie de problemas -los problemas descontextualizados-
que dieran la oportunidad de trabajar con algunas propiedades de la funcién exponencial.

Estos problemas son objeto del analisis del punto 6.2

6.1 PROBLEMAS EN CONTEXTO

Los dos primeros problemas abordan cuestiones geométricas a partir de la construccién
sucesiva de cuadrados (en el primer caso con un area que va en aumento en el segundo en
disminucién, a continuacién los enunciamos). Pedimos a los alumnos que comparen areas
sucesivas y de este modo analicen la evolucién de las mismas. Nuestro objetivo dltimo

consistia en que los alumnos construyeran las férmulas de las areas genéricas.

0.1.1 Areas de cuadrados en expansion

El docente dibuja un cuadrado en el pizarrén y traza por los vértices, paralelas a las
diagonales. Luego insta a los alumnos a qué figura se obtiene y a justificar su decisién. ILa
intencién de esta tarea conjunta es la de promover la produccién de relaciones que los
alumnos podran reutilizar para abordar el problema (analizando la variacion de la medida
de los lados de los sucesivos cuadrados) y, simultineamente, iniciar el trabajo de

fundamentacion.

11 Remitimos al lector al Capitulo Metodolégico, seccién 4.2.5
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Primero Segundo

Tercero

Una vez definido de qué figura se trata, el docente explica que llamaran “el paso” a esta
construccion que da lugar a un nuevo cuadrado

Se proponen las siguientes preguntas:

a. Compara el area del cuadrado obtenido en el paso 1 con el area del cuadrado original.
b. Si se repite el paso varias veces ¢podtias indicar cémo seran las areas de los cuadrados
que se van obteniendo respecto del cuadrado original?

c. Sillamamos A al area del cuadrado original indica qué area tendra el cuadrado generado
en el paso 17.

d. ¢Se podria dar una expresion generalizada del area del cuadrado generado en el paso m?
(también en este caso el cuadrado original tienen area A).

ANALISIS DEL PROBLEMA

El primer “problema de los cuadrados” tiene dos fases de trabajo. En la primera el
docente construye en el pizarrén a la vista de sus alumnos un cuadrado. A partir de esta
construccién les relata, mientras dibuja, una nueva construccién y les pide que decidan de
qué figura se trata (promoviendo al mismo tiempo una validacion). Buscabamos de este
modo que las docentes elaboraran en clase junto a sus alumnos una  fundamentacién
que les permitiera justificar que la nueva figura es efectivamente un cuadrado. Esta forma
de comenzar la actividad nos permitia iniciar el trabajo frente a los alumnos con una clara
muestra de la intencionalidad de nuestro proyecto. Antes de llegar a la versién que
finalmente tratamos en las clases, analizamos en el taller distintos escenarios posibles para

w12

la presentacion de “este”” problema.. El docente podria sentenciar luego de la construccién

112 . . . . . . .
Las comillas intentan comunicar que al cambiar el escenario, cambian el problema con lo cual deja de ser

este problema.
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en pizarrén, que esa nueva figura es un cuadrado y motorizar justificaciones junto con sus
alumnos. También puede presentar a la figura como un cuadrilatero y convocar a los
alumnos a decidir por el tipo de figura produciendo una explicaciéon que avale su decision.
Esta convocatoria puede por lo tanto tener distintas connotaciones que se sostendran a
partir de la forma en la que el docente comunique el pedido de justificacién. El espectro es
sumamente variado, como puede verse a partir de las siguientes consignas analizadas con
los docentes:

~“Ustedes deben decidir si este es 0 no un cuadrado”, (lo importante es decidir, no se
trata de dar razones en principio),

-“Este es un cuadrado y ustedes deben mostrar por qué lo es”, (se establecen dos
imposiciones, el alumno debe aceptar que la figura es un cuadrado y debe buscar
una forma de mostrarle al docente que estd en condiciones de validar esa
afirmacion),

~“No sabemos qué figura es esta, necesito que me cuenten qué figura consideran que
es y en qué se apoyan para decirlo”, (se genera un contexto de incertidumbre del
que se saldra a partir de la producciéon de explicaciones del alumno, el docente

comunica que esto es lo que necesita saber).

Cada una de estas propuestas refleja un modelo de interacciones entre alumnos y docente
que creemos es diferente'”’. Notemos que la ultima propuesta da un lugar de especial
consideracién a las producciones de los alumnos. El docente comunica que necesita saber y
entender qué elaboran los alumnos a partir de esta construccion. El docente necesita
conocer qué ideas surgen, es una convocatoria al oficio de pensar, al trabajo intelectual

donde el foco estd puesto en la produccién del alumno'.

En este sentido y en
concordancia con nuestra hipétesis de trabajo creemos que este tltimo tipo de propuesta'”

promueve con mayor énfasis diversas explicaciones por parte de los alumnos.

Esperabamos que esta validacion colectiva pusiera en evidencia las herramientas

geométricas necesarias para la segunda fase de trabajo. En ésta se les plantea a los alumnos

113 Ya que en cada consigna hay implicito un sujeto alumno en condiciones de: decidir, explicar, preguntarse
o de responder a las preguntas de otro. También hay un docente que se interesa por las preguntas de su
alumno o que espera sus respuestas.

114 Heinze et al clasifican los problemas de demostracién en “open proof task” y “closed proof task™ segun la
formulacién del problema en consonancia con nuestras observaciones. (2008: 451)

"5 En esta propuesta vemos un contrato didictico donde el alumno recibe la incertidumbre y la

responsabilidad de una produccién de argumentos que sostengan su salida de tal incertidumbre.
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que se siguen construyendo cuadrados con el mismo método que el explicado por la
profesora en el frente y se pide a los alumnos que establezcan relaciones entre un cierto
cuadrado y el obtenido en el paso siguiente, esperando que arriben a la relacidén
multiplicativa entre los pasos en la comparacién. Finalmente se solicita la construccion de

una expresion general del area de un cuadrado en un cierto paso n.

En el taller imaginamos dos alternativas para promover la construccion de la férmula. Una
de ellas consistia en preguntar por el area en algunos pasos concretos (paso 1, paso 2, paso
17, por ejemplo) pero entendimos que esto no necesariamente propiciarfa la comparacién y
que esta comparaciéon de areas es una caracteristica de la exponencial que querfamos
comenzar a seflalar adn cuando no fuera completamente necesaria para producir la
formula de las areas. Sin comparacion, crefamos, los alumnos verfan una regularidad a

partir de la tabla armada que podtian traducir a la férmula A4x2".

Otra alternativa consistia en comparar el area de un paso con el area del paso subsiguiente
y manejar la recursividad para formular la expresiéon general. Preferimos esta dltima

alternativa ya que propiciaba una mejor fundamentacion a la férmula.

Supusimos que la construccién colectiva de la primera fase permitiria a los alumnos
observar que en cada construccién de un paso el nuevo cuadrado tenfa el doble del numero

de tridangulos'"

que el anterior y a partir de alli concluirfa que el area era el doble. La
construccién realizada y discutida entre todos levantarfa varias propiedades geométricas
que podrian utilizarse para la comparacién de areas. Los alumnos podtian apoyarse en la
igualdad'"” de triangulos is6sceles, en los cuadrados que se van obteniendo (se marca en el
esquema a continuacién) y que forman el cuadrado mas grande o bien responder “a 0jo”,
con esto ultimo queremos sefialar que lo visual comande las explicaciones. En esta

situacién imaginamos posible que algunos alumnos dieran valores a los lados del cuadrado

original y, eventualmente a los que se van generando a partir de éL.

116 Nos referimos a los triangulos isésceles rectingulos en los que la hipotenusa tiene la longitud del lado del

cuadrado del paso 7y los catetos la longitud de la mitad del lado del cuadrado del paso #+1.
117 En referencia a la congruencia de tridngulos.
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Esperabamos poder analizar luego con los alumnos las diferencias entre una respuesta
comandada por “el 0jo” y una respuesta que se basa en propiedades de las figuras que se
tratan. Esta distincién es parte del objetivo de la secuencia: una respuesta en matematica
que se apoya en lo visual no da acceso a las razones de la relacion que se esta identificando,

la fundamentacion es el soporte de la comprensién y de la confianza en la produccién.

Las explicaciones que habfamos anticipado tuvieron lugar en la clase pero también
surgieron otras, tales como ésta que combina propiedades de la figura con recursos de

medicién y calculo y que exponemos aqui:

Dialogo 6.1. Problema de los cuadrados. Calculo de lados.

En una hoja cuadriculada, un alumno tiene dibujada la construccién que se genera a
partir del paso uno. El lado del cuadrado original mide 4 cuadraditos de la hoja
cuadriculada. El alumno anota que el area del cuadrado original es 16. Se observa la
siguiente produccion en la hoja del alumno.

Al obtener este resultado y comparar este resultado, ocho, que para el alumno es el
area del nuevo cuadrado, con el area del cuadrado original el alumno se sorprende.
La profesora — que observa su desarrollo — le pregunta en ese instante si es esa el
area del cuadrado del paso 1. El alumno permanece desconcertado. La profesora
pregunta entonces cudnto mide el lado del cuadrado grande. Inmediatamente el
alumno se percata del error y corrige, escribiendo:

248 x 24/8 =4x8=32
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y sentencia: “es el doble”.

El alumno comenz6 asignando una medida a un lado lo que establecia a su vez un valor al
area inicial. Esto le permitia encontrar un valor para el lado y el area del cuadrado siguiente,
producto del paso 1. Es interesante que analicemos el modo en que el alumno obtiene su
respuesta a la primera consigna (“compara el area del cuadrado del paso 1 con el area del
cuadrado original”). Su hipétesis sobre el doble se apoya en los valores asignados y no
responde a la generalidad del enunciado (ya que el area del cuadrado original es A). La
inferencia que el alumno hace (el area del siguiente es el doble) se apoya en dos valores
encontrados y no es de ningin modo la unica posible (entre los valores 16 y 32 una
relacién posible es que 32 es el doble pero se podrian inferir muchas otras, por ejemplo que
el nuevo cuadrado tiene un area que es la del cuadrado original mas 16). El razonamiento se
organiza sobre el calculo del nuevo lado una vez que se ha asignado un valor especifico al
lado original utilizando para ello un conocimiento del area de la geometria ( el valor de la
hipotenusa por Pitdgoras). Reconoce una incégnita temporal, a la que llama ¢, vy asi
encuentra el valor de la mitad del nuevo lado. Luego calcula el area del cuadrado del paso 1.
El alumno esta evocando la relacién de Pitagoras sobre un caso particular y a partir de él
realiza una inferencia. Creemos que no se trata ni de un ejemplo genérico ni de una
experiencia crucial en términos de Balacheff, lo cual nos lleva a pensar en la posibilidad de

ampliar la categorizacién con relacién a los tipos de prueba que realiza el autor.

Entendemos que estos calculos para su respuesta a la primera consigna (“compara el area
del cuadrado del paso 1 con el area del cuadrado original”’) no se ajustan a las
caracteristicas de las fundamentaciones que estamos promoviendo, pues su hip6tesis sobre
el doble se apoya en los valores asignados, no responde a la generalidad del enunciado (ya

que el area del cuadrado original es A).

Nos interesa este ejemplo pues da cuenta de una situacién usual entre los estudiantes
donde conviven cuestiones particulares (en este caso la asignacién de valores al elemento
“lado” convirtiéndolo en un ejemplo puntual del caso genérico en el que se encontraba)
con otras generales, como aquellas que le permiten evocar relaciones ya instaladas (en este
caso Pitagoras) junto con una actividad de inferencia y diagnéstico apoyado en datos

concretos.
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Este mismo razonamiento - que entendemos resulta una exploracién con valores que
supera una cuestién de mediciéon pues se apoya en las relaciones entre distintos elementos
de la figura - fue empleado por otros alumnos en los sucesivos cuadrados que se generan
en los sucesivos pasos, hasta que pudieron generalizar - esta hipotesis “del doble” - a un
lado de valor genérico. Notamos que la férmula de “area igual al cuadrado del lado”
(saberes previos) estd muy presente y esto hace que algunos alumnos levanten las relaciones
entre areas y lados aun cuando ellas no fueron traidas al conjunto de alumnos en la
discusion inicial en pizarrén. También creemos que la nocién de area esta asociada a
calculos por parte de los alumnos, seguramente en funcién del tipo de practicas que se
sostienen durante su enseflanza y esto dificulta que establezcan la comparacién sin apelar a

alguin tipo de calculo.

En los incisos b) y ¢) del problema nuestro objetivo es que los alumnos vayan recorriendo
nuevos pasos, vayan explorando las relaciones entre las areas de pasos sucesivos y, al
mismo tiempo representen estas nuevas areas en funcion del area original. Creimos que
este trabajo iba a contribuir a la formulacién del area de un paso genérico en términos del
area original que se pide en el inciso d).

Anticipamos que los alumnos, habiendo observado la duplicacién de areas en el primer

paso avanzarfan tratando de comprobar esta hipdtesis en los pasos sucesivos y que esta
herramienta les permititfa formalizar la produccion de la formula general (y = A-2") lo que

demanda, de alguna manera, un proceso de reconstruccion, a partir de la experiencia

realizada con los incisos anteriores.

En este proceso de reconstruccién se generaban algunas inconsistencias. Algunos grupos
de alumnos sostenfan que las areas se los sucesivos cuadrados se iban duplicando, incluso
podian decir qué relacién tenian con la original para los primeros dos o tres pasos pero, al
considerar el paso 17, las relaciones anteriores se perdian o los alumnos no encontraban
cémo expresarlas de manera general aunque localmente pudieran saber que en un 4rea es el

doble de la del paso anterior. Mostramos a continuacién un didlogo que da cuenta de este

hecho.

Dialogo 6.2. Comparando areas. Docente y grupo de alumnos

Doc;. Olvidate del valor que elegiste. Independientemente del valor que vos elegiste.
Ellos fueron escribiendo lo que les daba con respecto a los pasos. A ver Guillermo
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explicales lo que hiciste. Como fueron escribiendo a cada area segun lo que valia la
anterior.

A(Guille). Primero el doble, después el cuadruple, tercero el 4ctuple. El cuarto 16 veces
mas grande y el 17 ese numero que estd ahi.

Doc;. Vos tenés que explicarles qué hiciste para llegar, ¢vos hiciste A" para llegar?
A(Guille) no, ellos hicieron,

Al. no, no te da lo mismo.

Doc;. Pero ¢Qué es A?

Al. El area.

Doc;. entonces vos estas manipulando con el area?

Al-. Entonces A.17

Doc;. A ver, ustedes tienen que rebatir lo que esta diciendo cada uno si no estan de
acuerdo. El dice que al 4rea del primero lo multiplica por 17; no hace todas las cuentas
que vos dijiste.

A2. Si, si, lo eleva a la 17.

A3. No, eso es otra cosa. Yo aca hacia el cuadrado del area.

A2. Esta bien profe haciendo AxA esta bien. Bah, A a la 17 te tiene que dar.

Docy. A ala 17 te va a dar. Momento! El dice que hace A. A. A... 17 veces, ustedes
¢estan de acuerdo?

A2. No, porque nosotros estamos haciendo primero 64+ 64, después 128+ 128 (los
alumnos hacen referencia a valores con los que estaban explorando los primeros pasos)
Doc;i. Yo los invito ahora a escribir lo que estan diciendo a ver si esto los ayuda.
Suponete, yo te digo, escribime el area que te quedd en el paso 1.

Al. 2. A

Doc;. Bueno escribilo.

Transcribimos este didlogo porque concentra en un solo grupo de cuatro alumnos muchas
de las hipétesis que fueron surgiendo en distintos grupos sobre el calculo del area en el
paso 17. Resulta interesante que, atin cuando los alumnos pueden describir una duplicacion
en los primeros pasos, puestos a imaginar el area de un paso lo suficientemente grande
como para que opere “una tension’ hacia la generalizacion, esa duplicaciéon no se refleja en
las escrituras que proponen para expresar el paso 17. Vemos asi — en un andlisis a posteriori
- que la produccion de las primeras areas no pone en evidencia para algunos alumnos la
relacién que existe entre “el paso” y el area del cuadrado en dicho paso. Efectivamente, lo
alumnos explicitan 64 + 64 = 128; 128 + 128...pero a los ojos de los estudiantes éstos son
calculos parciales que no parecen insertarse en una secuencia de tantas duplicaciones como
pasos se hayan “realizado”. En otros términos las relaciones que se establecen en los
primeros “pasos” no se generalizan de manera inmediata. La docente propone la escritura
como una forma de organizar y contrastar todas las hipotesis en juego. Luego, en el
proximo capitulo, veremos cémo gestiona el docente todos estos procedimientos.

En otros grupos, los menos, tanto la evoluciéon como la generalizacién de la escritura se

daban segin nuestras anticipaciones.
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Dialogo 6.3. Alumnos comparando areas sucesivas.
Este grupo de tres alumnos estd comparando las areas entre el cuadrado inicial y el del

primer paso

A(Bruno). El segundo cuadrado que hicimos es el doble. Cont4a. En este hay uno, dos
tres y cuatro triangulos. En este hay ocho. Conté este, aqui hay ....
Bruno va contando y las chicas lo miran contar y van controlando que los tridngulos que

cuenta tengan el mismo tamafio.

ABruno). Si seguimos, el préoximo tiene 16 tridngulos. Seguro que si seguimos va a ser
32 triangulos.
Las chicas desconfian que los tridngulos que esta contando Bruno tengan el mismo tamafo

y €l les muestra que son todos iguales.

Al. para mi es logico lo que decis.

A(Bruno). vos Ceci, ¢qué decis?

A(Ceci). creo que si, pero no estoy muy segura.

A(Bruno). Este va a ser 3x4, el otro 3x16, el otro 3x32.

Al. ipor qué 3?

A(Bruno). Es un ejemplo. Si le tiras valores en el dibujo no vas a poder ver lo que ocurre
midiendo.

Al. icudl es el 17? ¢Lo tenemos que hacer 17 veces?

A(Bruno). jNo! Es para que lo pienses.

Los alumnos de este didlogo estan razonando con autonomia, confrontan sus afirmaciones
y explicitaciones con el consenso de sus pares; razonan hipotéticamente - si supongo que el
area de un triangulo es 3 entonces obtendré la secuencia de areas de los sucesivos
cuadrados: 3x4, 3x16, 3x32, etc.-; descartan la actividad de medicién para esta fase de
exploracion de conjeturas''®; y finalmente, interpretan la intencién del docente sobre ellos:
ser alumno en esta clase es adoptar una posicién de anticipacion y fundamentacién (no se

. \119
trata de hacer esto 17 veces, hay que pensar como serfa) .

Las formas en las que habiamos formulado los problemas de entrada respondian al
objetivo de la fundamentaciéon. Es por eso que muchas preguntas confrontan a los
alumnos a producir respuestas a preguntas abiertas. En tal sentido preferimos preguntar

“qué relaciéon hay entre el area de los cuadrados en pasos consecutivos” (en este primer

118 . . , . ~ . e,
“porque no te permite ver” dice Bruno donde entendemos que esta queriendo sefialar que con la medicién

el proceso que tienen que dilucidar queda enmascarado.
119 . gl
Volviendo a leer nuestro marco teérico didactico TS, notemos que en este caso “ser alumno” no se opone

a “ser auténomo”, ya en el proyecto que el docente trasmite “ser alumno” es “ser autbnomo”.
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problema de cuadrados por ejemplo) a pedir “mostrar que el area de un paso n es el doble
del area en el paso anterior justificando su respuesta”. La produccién del conocimiento
estaba intencionalmente puesta del lado del alumno. Esto nos abztia la puerta a un trabajo

de exploracion, debate, afirmacion, refutacién, que cada docente iba a acompanar.

6.1.2 Areas de cuadrados que decrecen

Con la intencién de ofrecer la oportunidad de sostener en el tiempo'”

algunas de las
relaciones producidas, propusimos un segundo problema en un contexto similar al anterior:
calculo de areas de una sucesion de figuras que se van transformando de acuerdo con un

criterio dado. El enunciado del problema es el siguiente:

Observa la siguiente figura

Al cuadrado inicial de area 1 se le trazaron las medianas y se sombre6 el cuadrado inferior
derecho. En este ejercicio se llama “paso” al trazado de las medianas y al sombreado del
cuadrado inferior derecho. A partir de cada paso se continda con el cuadrado opuesto
como se ve en el dibyjo.

a.¢Cudl es el area del cuadrado que queda sombreado en el primer paso, en el segundo y
en el cuartor?
b.¢Habré algin paso en el que se obtiene un cuadrado de 4rea 1/60?

c.Si sabemos que el 4area que qued6 sombreada en el séptimo paso es ——— ¢cudl sera el

16384
area sombreada en su siguiente paso? iy en su anterior?
d.¢Habra una expresion general que permita saber el drea de los sucesivos cuadrados
sombreados segin los pasos que se hicieron?
e.¢Podtias contestar la pregunta anterior si el cuadrado original tiene area A?

120 - - . s -
Remitimos a la nocién de tiempo didactico desarrollada en el marco tedrico.
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ANALISIS DEL PROBLEMA

Aunque, como dijimos, el problema es similar al anterior, ahora se trata de una funciéon

decreciente (en lugar de creciente) y se establece el area del cuadrado original.

La parte a) del problema tiene por objetivo que los alumnos identifiquen que los sucesivos

pasos generan una cadena de areas que permite “pasar de un paso al siguiente” dividiendo
por 4 el area del paso anterior, o en forma equivalente multiplicando por % , aunque esta

equivalencia no sea reconocida por todos los alumnos al momento de la resolucién.

Pensabamos como probable que algunos alumnos unicamente pudieran arribar a la
respuesta contando desde el area inicial cada vez que necesitaran determinar el area en
algiin paso avanzado de la serie de cuadrados. En tal caso volverfan a esta cuestién en el
inciso ¢) donde una vez mas, si bien podrian responder realizando todo el calculo desde el

inicio, esta tarea serfa cada vez mas pesada.

En este ejercicio imaginamos que la pregunta por la existencia de algun paso donde un 4area
tuviera un valor especifico iba a ser rica de cara a la fundamentacién. Pensamos que los
alumnos explorarian mediante tablas pero que las tablas no serfan suficientes para
responder negativamente a esta pregunta, debiendo elaborar algin argumento generalizador
(“vemos que las areas son cada vez mds pequefias, el drea del paso 2 es 1/16 y la siguiente
1/64 entonces no puede tomar el valor 1/60” por ejemplo, o también “vemos que las areas
son una fraccién de la forma 1 sobre una potencia de 4 y 60 no es potencia de 47). A
diferencia de otras propuestas se trataba de explicar las razones por las cuales un hecho no
podia ocurrir. Si bien las explicaciones no siempre fueron completas, esta pregunta hizo
observar con mayor detenimiento el aspecto de la sucesiéon de areas que los alumnos
estaban obteniendo. En el siguiente didlogo vemos cémo la pregunta por el area de 1/60

cuestiona el modo de trabajo que estaba utilizando un grupo.

Dialogo 6.4. Comunicar las construcciones personales. Dialogo alumnos -
docente.

A3. ¢Habra algun paso en el que el area de 1/60? (leyendo parte del enunciado)
A2.;Por qué 1/60?

A3. Claro porque acé les da “uno sobre” y a nosotros nada. Por eso digo que tenemos
que trabajar con fracciones.
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Al. ¢1/4 cuanto te da?
A3. 0,25. A ver si lo pasamos a fraccion.

A2. Bueno pasalo a fracciones entonces. Pero con ese 3,9 por 10 a la -3 (3,9><10_3) no
vamos a poder.

Al. ;A ver eso de 1/60? ¢Un cuadrado de area 1/60? Y si ...ialguna vez lo vas a hacer
60 veces?

A2. Tenés que partir esos cuadrados 60 veces. Te queda una milésima

La escritura decimal (que los alumnos habian adoptado) esconde la regularidad que muestra
la escritura fraccionaria de las areas de los cuadrados y los alumnos advirtieron esta
cuestion en funcién de esta pregunta. Corrigieron su escritura y elaboraron al mismo

tiempo una hipétesis que no duraria mucho tiempo sobre la forma de llegar a un area de

1/60 (realizar 60 pasos).

A2. Suty, hacé 1/60

Al. 0,016 periodico en 6.

Doc. El tenia una idea que por ahi les sirve.

Al. para que no haga el kilombo de los decimales lo hacemos con fraccién. 0,5 es 4,
0,25 es + y se va repitiendo .... (el alumno explica timidamente su idea, pero se lo
explica a la docente no a sus compafieros que no toman en cuenta su intervencién)

A3. 0,125 es 1/8? pasa a fraccién. Y 0,62

Doc. {qué estabas haciendo vos entre un paso y otro? Vos lo habias dicho. (La docente
insiste en que Suty cuente su estrategia).

Al. ¢qué dije? (Suty, es reacia a hablar en voz alta)

Doc. Vos antes habias dicho que en cada paso los lados se dividian por dos y asi tenias
1, 3, %, ¢y después?

Al, 1/8 y después no me acuerdo cudl le sigue, por eso le pedi la calculadora.

La docente intentaba ayudar a comunicar a todo el grupo la idea de una alumna, Suty, que
seguramente pot timidez no exponia lo que habia observado y tenia escrito en su cuaderno.
Luego el grupo avanzé con la propuesta de Suty que, de todos modos, al apoyarse en la
regularidad de los lados (siendo ésta %2") todavia debia reconstruir las 4reas sucesivas. Sus
compaferos del grupo estaban encontrando por entonces la otra regularidad de las areas al

convertir los decimales a fraccion.

Habiamos elegido el nimero 60 pues no siendo una potencia de cuatro es, sin embargo un
multiplo de cuatro. Esperabamos que esto cuestionara algunas construcciones como las del
primer problema. En el siguiente didlogo la docente pone a prueba este recurso con un

grupo de alumnos.

Dialogo 6.5. Distinguiendo una estructura. Docente- grupo de alumnos.

Al No hay ninguno que sea un sesenta (refiriéndose a la fraccion 1/60)
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Doc;. ¢Por qué?

Al. Porque te pasés, vas de 4 en 4, el anterior es 32 y saltas a 64, no tocas el 60. No
llegas nunca a 60 multiplicando siempre por 4.

Doc;y. Pero 4 por 15 si es 60, no entiendo como es esto de que vas de 4 en 4 y no llegas
al 60. 60 esta, sale de 4 x 15

(El alumno piensa frente a la intervencién docente unos instantes. Luego responde)

Al. No..., no son multiplos de 4, es 4 x4 x 4..no es 4 x 1, 4 x 2...son los elevados...no
esté el 60.

En este caso se puede observar en el alumno una confusién inicial en cuanto a multiplos
y
potencias de 4. Este valor fue elegido para el problema justamente para confrontar un
decrecimiento en términos de multiplos (lineal) con un decrecimiento en términos de
potencias (exponencial). El docente pone en evidencia estas contradicciones para
generar nuevas explicaciones. Este proceso permite que algunos alumnos identifiquen

que se trata efectivamente de potencias de 4 y no de multiplos de 4, aportando a la idea del

tipo de decrecimiento exponencial: 60 no es una potencia de 4, o bien 1/60 no es una

potencia de 1/4.

La parte c) exige a los alumnos detectar el area anterior o posterior a una dada. Se trata de
identificar que para avanzar un paso multiplico por 1/4 y para retroceder divido por 1/4.

De este modo propiciamos nuevamente la comparaciéon de areas sucesivas (reconociendo

que no es la tnica via de responder a estas preguntas como ya lo hemos mencionado)

La parte d) representa un salto en el problema ya que se intenta que los alumnos avancen
sobre la recurrencia “paso a paso” para elaborar una posible generalizacion de este proceso
a través de una férmula del area que dependa del paso “m” que se esta considerando.

Esperabamos entonces que algunos alumnos escribieran expresiones multiplicativas

similares a la siguiente: — x X ..., la cantidad de veces que fuera necesario.

N
N
N

1
4

Queremos notar que es inherente a estos dos problemas considerar la variable
independiente como numero Natural. No obstante se podria analizar la variable entera ya
que los nimeros negativos podrian pensarse como una recursividad invertida (¢cual pudo
ser la situacién en un paso previo para que estemos ahora aqui? ;Y en dos pasos anteriores?
etc. ) Es decir que se podtia pensar en un devenir de pasos hacia delante y hacia atras, de

modo que la variable independiente pudiera extenderse a los nimeros enteros.
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No fue esta la actividad planteada durante las clases pero si fue parte del analisis del taller.
Esto le permitié a las docentes, en primer lugar, ahondar en las posibilidades de cada
¢jercicio, y también prever posibles andlisis de sus alumnos, respuestas o preguntas
eventuales. Creimos que esto era necesario para que cada docente pudiera tener elementos
para gestionar una clase donde los alumnos explorarian situaciones en funcién de las
consignas abiertas que les estibamos presentando'”.

Concluimos en el taller que, si bien la variable independiente de estos modelos

exponenciales podfa llegar a ser considerada un numero entero, el contexto de los

problemas no permitia pensar en numeros racionales.

La diversidad de las producciones de los alumnos fueron tomadas en algunos casos como
punto de partida para discutir cuestiones relativas al campo algebraico. El contexto y la
modelizacién en este problema de los cuadrados da lugar a producir una férmula que se
apoya en la variacion de las areas como asi también una férmula que, utilizando la variacién

de la medida de los lados, reconstruye la férmula de las areas sucesivas. De este modo

n n n

1 1 1
surgieron dos férmulas: f(n) = v, y gn)=|—=| X /s que se presentaron en uno de

2

los cursos en la puesta en comun . Ilustramos en esta puesta en comin como fueron

retomadas y comparadas ambas producciones.

Dialogo 6.6. Reconstruyendo producciones de formulas. Puesta en comun.

La docente va preguntando a toda la clase por las respuestas a las primeras preguntas y al

mismo tiempo esto le permite elaborar en pizarron esta tabla.

Doci. Yo voy anotando, n es el pasoy A es el drea.

paso. |A =AREA

1

4

N =

1

2 e
3

4

Jos
%56

121 L., . . . .
Anticipabamos que producto de las exploraciones podrian surgit fundamentaciones con algunos de

estos elementos en sus razonamientos, explicita o implicitamente y estarfa a cargo del docente interpretar y
dialogar con estas producciones.
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A4. Profe pero vos dijiste que ...( no se escucha) entonces nosotros lo pusimos como
que en el paso n era ()" . Asi (1)° da uno que es el del paso 0, (1) es 4 que es el del
paso uno y asi los otros.

Doc;. Ah, les da bien. A ver, cuando ustedes fueron calculando las dreas ¢qué hicieron
para ir calculando cada area?

Doc;. Escucharon lo que hicieron ellas? Chicas fuerte!

Ab5. Al } lo elevamos a la cantidad de pasos que hicimos.

Doc;. Ya estan dando como la regla. Ellas dicen que al % lo elevan a la cantidad de pasos
que hicieron. Y por qué aparece “elevado”?

Ab. porque vamos haciendo + x + x % ... los pasos

Doc;. Como que la abreviatura era la potencia, asi queda (), (3)°,

Doc;. El equipo de alld pensoé distinto la generacién de las areas, vale la pena que lo
comentemos. El pobre Kevin luchaba con las chicas con que el + yv el + pero nadie le
daba bolilla porque estaban pensando en otra cosa. A ver, por qué no nos cuentan ¢en
qué estaban pensando?

A6. Nosotros pensamos en %, por el lado.

Doc;. A ver ellos en vez de generar areas, primero generaron lados, ellos no lo
escribieron asi pero yo lo voy a escribir asi para que ustedes vean las cuentas que ellos
hicieron. En el 1° paso ¢{qué lado tiene el cuadrado?

A7.0,5

Doc;. 0,5, la mitad. Entonces ellos dijeron Ah, listo si yo sé el lado del cuadrado ya sé el
area, ¢{como?

A6. Lo multiplicas por si mismo.

Doc;y. Lo multiplicas por si mismo o lo elevas al cuadrado, entonces te queda el area.
¢Qué hicieron en el paso 2 que seria este 22 cuadradito?

A6. Y para sacar el lado agarrés el { y lo dividis por dos.

Doc;. Entendieron lo que hicieron? Agarraron este lado y lo dividieron por dos. Ahora
seria la mitad de la mitad. Y eso, ¢les dio...?

A6.

Doc;. Yo voy a poner asi 4. Y después cuando quisieron averiguar el area qué hicieron?
Ma. (que ya estd montada en el razonamiento aunque no fue el propio) + x 4+ = 1/16.
Doc;. Vamos al 32 lado, a ver, el 32 lado de este cuadradito, ¢cuidnto mide?

A8 1/16

Doc;. No, cuidado, hablo del lado.

Ma. 1/8

Doc;. 1/8 que es la mitad de 4. Y entonces, una vez que tenian éste ¢qué hicieron?

A6. ahi si, lo elevamos al cuadrado

Docy. Lo elevaron al cuadrado para el area. Entonces la pregunta para ustedes es
¢Como hicieron para saber en un paso n cualquiera cémo les daba el area? (Qué se
supone que hicieron o buscaron primero?

AB6. el lado.

Docy. Y ¢céOmo buscaron el lado?

Ma. ¢ x ¢ a la n. Mariela no pertenece al grupo, estd pensando junto con la explicacion
de la profesora).

Doc;. Kevin dice que lo que “ellos” hacen... ojo, lo que ellos hacen, no lo que queria
hacer Kevin (risas) es multiplicar 3 un nimero de veces, a ver, en el primer paso tenian
1, en el 22 paso (3)?, en el 32 paso (1)°, vy asi que en el paso n tendrian (3)". Listo, ya
tienen el lado en cada paso los chicos. (cémo llegan al drea?

Ma. ()" al cuadrado.

Doc,. 3" al cuadrado o, como dice Agustin, que no le gusta poner cuadrado, ¢l pone "
x 3" (risas)

Pizarrén
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N =paso. |LADO AREA

1 1/2 14=1/2°

2 i (3 3)°

3 343 44

.0 1/2)" (1/2))%=(1/2)" x (1/2)"

Ab6. Profe, para que se vea bien la diferencia entre las dos formulas, lo que tenemos al
final seria la formula que se basa en el lado seria (3 " )

Doc;. Claro.

AB6. (Y para la formula general seria (1/4)"?

Doc;. Exacto y Florencia se tomo6 el trabajo de hacer la cuenta con cada una y resulta
que da igual! ;Por qué? Yo no sé nada (todos hablan juntos)

Los alumnos tienen en pizarréon ambas tablas y se hace evidente la necesidad de
fundamentar la igualdad de ambas férmulas. La docente devuelve esta actividad a los
alumnos quienes apelan al conjunto de saberes algebraicos para fundamentar una igualdad
de la que seguramente ya estan convencidos, por el sentido que las operaciones tienen en el
contexto del problema, no se trata de fracciones o de potencias, son lados de sucesivos
cuadrados y dreas de sucesivos cuadrados. Cada férmula adquiere sentido en la
configuracién del problema que cada grupo armé. Seguramente en cada grupo hay una
mayor convicciéon respecto de un término de la igualdad que del otro, pero el trabajo
docente de mostrar los razonamientos que llevaron a establecer cada férmula da la
confianza en la restante para cada grupo. El algebra es requerida ahora para consolidar tal

conviccion. En esta modalidad de trabajo se proyecta una comunidad matematica.

Ma. Distributiva con la divisién

A2. Profe, porque (%)2 es + y vos tenés ahi 4 "y después al cuadrado.

Doc;y. ¢Y entonces?

A2. Seria como (1/4)".

Ma. Hacés dos distributivas.

A11. No podés hacer (1/4)" porque vos tenés primero 4 “n y después al cuadrado.

Doc;. Ah, el te dice que vos estds cambiando el orden, él dice aca tenés " vy después
al cuadrado v vos hiciste (4)°y después a la n.

Ma. jAy Dios! Profe (risas) si vos hacés algo... ahi hay una divisiéon y podés hacer
distributiva con la division.

Doc;. ¢Se puede? Para, decime qué hago.

Ma. Te queda, en la 12 distributiva (1")/(2%).

Doc;. Pard, éiestan de acuerdo con eso? Ella aplica la distributiva del exponente en la
division.

A6. cuando habia un cuadrado ¢no podias hacer?....

Doc;. Bueno para, vamos a ver ahora qué podemos hacer.

Ma. Ahora. El numerador queda en 1 por que 1" es 1xlxl..=1 y ahora hacés
distributiva con el 2.

Doc;. Ah, ahora hago distributiva con el 2.
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Ma. Si en el numerador te queda 1° =1 y en el denominador te queda (2" )* que es lo
mismo que 4"

Doc;. Para. 1%=1 y ahora nos quedamos aca. Miren...

A12. profe so6lo vale lo mismo sin=1.

Doc;. A ver, lo vemos (y empieza a preguntarles a los alumnos por distintos valores
n=1,2,3,4 y ven que todos les dan igual).

Doc;. Chicos, ustedes tienen una potencia y otra potencia.

A6. jmultiplicas!

Ma. j2n!

2
Doc;. Ah! Para ya sacamos un paréntesis por lo menos. ((%)"j

:(%)2" Y 2n=n2

AZ2.Y hacés el otro 22” = 22"

Doc;. A ver, ¢se escuchan? Tienen algo terrible, no se escuchan entre ustedes y por ahi
estamos diciendo lo mismo.

AZ. es lo mismo cambiar.

Doc;. Pero ellos no ven por qué decis que es lo mismo. A ver chicos la multiplicaciéon es

conmutativa entonces ((%)zjn = (%)2"

Doc;. Buenos cerremos aca. Lo que les pido para la clase que viene escriban lo que van
pensando para que después se pueda discutir..

De este modo las producciones de los alumnos permitieron discutir varias propiedades de
la potenciaciéon que se estaban poniendo en juego en este problema y que se utilizarfan en
los posteriores. Esta puesta en comun problematizando las dos férmulas surgidas en el
contexto del problema y recuperadas para ofrecer una oportunidad de uso de operaciones y
propiedades algebraicas, fue una decision de la docente tomada durante la clase, en funcién
de las producciones que veia en los diferentes grupos. El problema es portador de un

trabajo potencial. La gestion docente es imprescindible para que se plasme.

0.1.3 El problema de los piojos

El siguiente problema, el “problema de los piojos”, genera un nuevo escenario en el que
la modelizacién resulta mas compleja que en los casos anteriores tanto por el dominio de la
variable independiente como por la manera de comunicar la variacién. Veamos el

enunciado:

En la cabeza de un nifio se coloca un nimero determinado de piojos a las 10 de la mafiana
del dia lunes 05/05/08 y se obsetva la evolucién de la poblacién de piojos mediante un
sofisticado procedimiento computarizado (o sea, los piojos se pueden contar jcon
precisionl).
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Transcurridos 10 dias el nifio convive con 180 piojos en su cabeza. Si se sabe que una
poblacién cualquiera de piojos tarda 5 dias en triplicarse

a.- ¢gcuantos piojos habra transcurridos 20 dias?

b.- ¢cuantos piojos habia transcurridos 5 dias?

c.- ¢cuantos piojos se pusieron en la cabeza?

d.- ¢cuantos piojos habia el primer dia?

ANALISIS DEL. PROBLEMA

El enunciado habla de una forma de incremento en los piojos puestos en la cabeza de un
nifio sobre los dias multiplos de 5 (“tarda 5 dfas en triplicarse”). La primera interpretacién
que hacen los alumnos es que disponen una forma para contar los piojos en los dias 5, 10,
15, 20, etc. En ninguno de los cinco cursos hubo grupo de alumnos que considerara que
esta consigna también se puede aplicar a otras secuencias de dias: 6, 11, 16, 21, etc. Y asi a
cualquier otra sucesion de naturales con resto k (siendo k = 1,2, 3 0 4 en la divisién por 5).
Atn cuando la frase elegida fue “una poblacién cualquiera de piojos tarda 5 dias en
triplicarse” los alumnos interpretan este enunciado como una informacién limitada a los

dias multiplos de 5.

La pregunta por la cantidad de piojos en cualquier dia es, no obstante, valida, natural,
razonable. Es decir, el problema de elaborar una funcién f(n) donde n sea el dia (ante la

otra alternativa que consiste en considerar que n es el nimero de veces que se produce una
triplicacion del nimero de piojos y por lo tanto un multiplo de 5) resulta admisible en el
contexto del enunciado del problema. El problema de modelizacién se enriquece pues,
entre otras cuestiones, aparecen varias variables independientes posibles: los dfas multiplos
de 5, todos los dias o el tiempo como variable continua. Este contexto nos parecio, a prioti
durante el taller, portador de buenas condiciones para la emergencia de fundamentaciones
que sostuvieran las diferentes respuestas que seguramente se producirian en clase. El
problema de los piojos trajo, en realidad, mucho mas de lo que habfamos imaginado.
Concebimos a este problema como un problema abierto, que admite diferentes soluciones
pues sus datos estin incompletos para producir una unica solucién. Este hecho,
interpretamos ahora como analisis posterior a nuestro trabajo, fue un gran generador de
fundamentaciones pues, entendemos, los alumnos se sentian de distinto modo interpelados
por el contexto del problema y en funcién de dicha interpelaciéon producian distintas
relaciones que, para que fueran aceptadas por sus compafieros, necesitaban ser

fundamentadas. Esto habilitaba centrar la mirada de la clase sobre la relacién entre las
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condiciones de funcionamiento de la situacién y el modelo que se elige para representarla y
este es uno de los aspectos -lo hemos sefialado- que configuran la problematica de la

fundamentacion tal cual la hemos delineado.

El problema de los piojos abona entonces el terreno de la variable independiente continua,

que se presenta a continuacion en el problema de la laguna que luego analizaremos.

Otra de las caracteristicas que nos interesaba en este era el hecho de que la férmula
exponencial correspondiente -si se considera como dominio la cantidad de dias o el tiempo
continuo transcurrido desde que se inicia el recuento- tiene exponente fraccionario. Esto
suscité en el taller el planteo por parte de algunas docentes de la necesidad de presentar un
repaso de temas de potenciacién antes de encarar esta secuencia. Acordamos con ellas
esperar a que los alumnos se enfrentaran con la dificultad y en todo caso proponer alguna
explicacion de observarse su necesidad para que los alumnos avancen. Esta preocupacion -
legitima- de las profesoras, la de interrogarse si los alumnos tienen conocimientos
necesarios para abordar un problema de manera fundamentada, es central de cara a nuestra
problematica y el trabajo del taller ayudé a ponerla en primer plano como condicién para
que los profesores pudieran construir la convicciéon de que sus alumnos tenfan los

elementos necesarios para elaborar sus fundamentaciones.

Durante el taller tomamos el trabajo de Vilotta, Diego sobre la Ensefianza de la Funcién
Exponencial” en el que se mostraba que el modelo lineal tiene tal fuerza de
representaciéon en los alumnos que no solo surge como primera respuesta a la cuestién del
cambio que plantean estos problemas sino que persiste aun cuando el modelo exponencial
se ha presentado y trabajado. Imaginamos que este hecho podia propiciar una buena
situacion para que la fundamentacion de distintos alumnos apoyara distintas hipétesis de

trabajo sobre la evolucion de estas magnitudes.

Al discutir el problema en el taller consideramos que los alumnos enfrentarfan con
comodidad las preguntas relativas a los “dias multiplo de 5 usando relaciones establecidas
en los dos problemas anteriores. El nuevo desafio radicaba en responder por el nimero
de piojos en el primer dia. En esta instancia anticipamos que surgiria el modelo lineal como

respuesta utilizando la proporcionalidad del crecimiento o cambio (si en los 5 primeros dias

122 Tesina de grado de la Licenciatura en Didactica de la Matematica, Universidad Nacional del Nordeste.
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aparecen 40 piojos en 1 dia apareceran 8 piojos). Esta fue una de las formas de responder
de muchos grupos de alumnos. Otros alumnos interpretaron que la pregunta no
correspondia, pues no se conoce la forma de reproduccién de los piojos (algunos alumnos
preguntaron si tenfan que contar las liendres) o también que no tenia respuesta, en funcién
de los datos del problema. También en otros casos - aun elaborando y utilizando la funcién
exponencial - algunos contestaron que, como la respuesta daba un nimero no Natural -
numeros “con coma”- no se podfa considerar. Habiamos anticipado en el taller en nuestro
analisis a priori muchas de estas respuestas y habiamos acordado con las docentes que ellas
quedaban a cargo de reunir y comunicar (en el debate que se generara en la puesta en
comun) estas distintas producciones explicitando las diversas fundamentaciones
subyacentes. Ilustramos a continuacién algunas de las elaboraciones de los alumnos que

dan cuenta de la diversidad encontrada. Presentamos producciones de tres cursos distintos.

Dialogo 6.7. Piojos al primer dia. Produccion (1)
En el siguiente ejemplo registramos la respuesta del alumno 1 en su carpeta.

Alumno 1, trabajando solo, produce esta tabla

1d -~ 20p
5d -~ —————————- 60p
10d-—-------~- 180p
15d-——----—~ 540p
20d-————-———- 1620p

También tiene escritas estas respuestas

a) hay 1620

b) hay 60p

c) se pusieron 20

d) no es posible saberlo

El alumno no quiso responder (le pregunté en mi calidad de observadora) cémo habia
pensado el problema (la pregunta d.- en este curso fue “cuantos piojos habia en el dfa 7 en
tanto que esta pregunta en las otras clases fue cuantos piojos habia en el primer dia). Pero

un momento después tenia el siguiente didlogo con su compafiera:

Al. A los 7 dias no sabés porque no sabés como evoluciona

A2. Pero podés aproximar.

Al. Eso que querés hacer no es una aproximacién es un promedio.
A2. Hacer un promedio también es hacer una aproximacion.

Al. jHacelo Lorena! Que te molesta que yo no lo haga!

A2. Pero la profe me dijo que podia aproximar.

Al. Pero aproximar no es lo mismo que tomar un promedio nena.
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A través de la discusién que mantiene con su compafiera vemos que este alumno
argumenta que la evolucién del ndmero de piojos no puede conocerse a partir de los datos
del problema. Es por eso que el promedio que quiere hacer su compafiera para ¢l ni
siquiera constituye una aproximacion y, tal vez forzado por la necesidad de descartar la
propuesta de su compafiera sostiene que en este caso hacer el promedio no constituye una
manera de aproximarse: el valor desconocido podtia estar lejos. El valor desconocido
podria estar lejos. Nos asomamos aca a un hecho que muchos autores —Balacheff y Lakatos
entre otros - han relevado: la necesidad de establecer que algo no es posible promueve la

: 2 22 123
producciéon de fundamentacion ™.

En el préximo ejemplo vemos cémo el contexto interpela la produccién y uso de la

férmula en un grupo que habia desarrollado una férmula para los dias multiplos de 5.

Dialogo 6.8. Piojos al primer dia. Produccion (2)

1.- Doc;. Entonces me parece que ustedes me pueden dar una féormula que me diga
los piojos a los n dias.

2.- A2. Tres a la %

3.— Doc;. iClaro! Ahora digo, pensemos un poquito. Eso funciona ¢para cualquier
numeros de dias?

4.- A2. st

5.— Doc;. Aja, funciona para 5, 10 etc. ¢Y si yo pongo? ... a ver qué contestaron en
el punto d.

6.— A3. en el primer dia no sabemos (en el punto d.— se preguntaba por los piojos al
primer dia)

7.— Doc,. ¢Por qué? No me queda clara la explicacion (la profesora estd leyendo su
carpeta).

Este grupo ha producido una férmula y la primera intervencion de la profesora los lleva a
sostener que la férmula se aplica a cualquier natural (todo en el contexto del problema pues
se habla de dias). La intencién de la profesora es saber, si armada la férmula, los alumnos
pueden considerar su extension a nimeros que no sean multiplos de 5 y si dicha extension
(explicita o implicita) entra en contradiccién o no con la respuesta a la pregunta por los
piojos en el primer dfa. Si bien este grupo ya habia logrado férmulas exponenciales para los

problemas de las areas de los cuadrados, la produccién de férmulas exponenciales en un

122 No estamos afirmando que esta sola condicién asegura que se produzcan fundamentaciones, sélo

remarcamos que la necesidad de establecer que algo no es posible sitia los alumnos en el tratamiento de una
sentencia general y eso a la vez predispone a la produccién de argumentos en alumnos que estin inmersos en
una practica de trabajo fundamentado.
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pequeno conjunto de sesiones de trabajo en algunos problemas no alcanza para instalar el

modelo exponencial como un saber del grupo.

8.— A(Mar) es que en el primer dia no sabemos exactamente lo que pasd; en el
primer dia podria ser cualquier cosa, sabemos lo que pasa cuando hacemos cada 5
dias.

9.— Doc; .Ustedes dicen que no queda clara la evolucion de los piojos, bien, pero
esa formula nos habilita para hacerlo en el dia 1. Es decir esa formula cuando la
usan para un mualtiplo de 5 encaja bien con los datos que usaron pero también se
podria usar en otros numeros que no son multiplos de 5.

10.- A(Mar) pero tendriamos medio piojo por ahi.

Una vez producida, para este grupo la férmula queda, a priori, validada por el contexto. En
la medida en que, por ejemplo, el resultado de la férmula no sea un nimero natural su uso
queda cuestionado (linea 10). Nos asomamos aca a cierta restriccion por parte de los
alumnos para extender la férmula: la misma tiene que respetar el funcionamiento que ellos
estan concibiendo del contexto, no estan en condiciones todavia - esto puede ser objeto de
trabajo en la secuencia- de separar modelo y realidad de modo tal de aceptar describir de
manera aproximada la cantidad de piojos con un modelo que arroja numeros irracionales.
Recordemos que en el marco tedrico hemos sefialado que la validacién del modelo que se
utiliza es uno de los aspectos de la fundamentaciéon que estamos considerando en este

proyecto y en este sentido el ejemplo nos “habla” del trabajo de discusiéon con los alumnos

. I 1l 124
que requiere habilitar el uso de un modelo para describir un contexto .

El didlogo anterior continda centrado en el aumento de piojos dia por dia y en establecer
qué significa -como plantea el problema- que la variacién sea pareja (lineas 11 y 12). En el

marco de la discusion el Alumno 3 sentencia que los datos no alcanzan (linea 25).

11.- Doc;. Y ustedes dicen que esa variacion les permite ver que lo que se agrega
cada dia es parejo. Eso ¢qué quiere decir?

12.- A(Mar). Que siempre se agrega lo mismo, el primer dia 2, el segundo también
etc.

13.— Doc;. A ver eso, veamoslo con los nimeros que tenemos. En el dia cero habia
20 piojos, a los 5 dias hay 60, hubo una variacion de 40 piojos en 5 dias.

14.- A3. 8 piojos por dia. (aparece la linealidad)

15.— Doc;. Del dia 5 al 10 hay 120 nuevos entonces hay un cambio parejo de ....

16.- A(Mar) 24 piojos

17.- A3. Si reemplazas esa féormula con 1 te da 24.

18.— Doc;. ¢A ver?

19.- A(Mar) Te da 24,9 casi 25

20.— Doc;. La formula en el medio no nos estd dando lo mismo.

21.- A3. Yo no sé sacar lo que pasa en el medio.

124 Analizamos este aspecto del trabajo desde la perspectiva del docente en el Capitulo 8.
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22.— Doci. Parece que tenemos una idea intuitiva de lo que pasa adentro y esta
formula no nos dice lo mismo

23.- A(Mar) Es més exacto.

24.— A3. Para mi eso estd mal, no es que siempre suman 8.

Marianela va fluctuando su apreciacién sobre la férmula. En el extracto anterior (lineas 8 y
10) la cuestionaba porque no da un numero natural pero en este didlogo opina que la
férmula es mas exacta (linea 23). En cambio el Alumno 3 valida su respuesta a partir del
contexto y si bien durante este extracto también fluctia en su apreciaciéon sobre la

evolucién de los piojos (lineas 14 y 24) finalizando el didlogo sostiene:

25.— A3. Para mi nunca se va a saber cuantos piojos va a haber con exactitud.
Porque los piojos ponen distinta cantidad de huevos.

Para este grupo de alumnos el valor de verdad asignado a la férmula se confrontaba con el
contexto del problema permanentemente. El didlogo “modelo-contexto” estd muy presente
en ellos siendo el contexto la validacién permanente del modelo. En particular A3, frente a
la incertidumbre que le genera extender la férmula que el grupo ha producido hace
prevalecer una representacion de la situacién “real” que invalida el intento de buscar la
férmula para los valores intermedios y en algin sentido invalida también la ley que se
propuso en el enunciado del problema para contar la evolucién de los piojos (aunque el
alumno no lo piense asf). Podriamos decir que a esta altura de la elaboracién de los
alumnos, el contexto “le gana” al modelo. Efectivamente, nunca se va a saber con exactitud
porque los piojos ponen distinta cantidad de huevos se contrapone a una poblacion de piojos tarda 5 dias
en triplicarse. La férmula puede o no ser una representacion “fiel” de la situacion, puede
resultar correcta en unos datos y no en otros. La validez de dicha férmula en tanto modelo

estd en proceso.

Veremos ahora otra produccién (en otro curso) que asigna a la férmula la explicacién de

todo el proceso.

Dialogo 6.9. Piojos al primer dia. Produccién (3)
A(Juan). tenemos que encontrar la formula para ver lo que pasa en el primer dia. A
ver, tenemos que 20x3" sirve pero cada 5 dias.
Al ¢Y si graficamos?
Al. Es exponencial
Docs. ¢Por qué decis que es exponencial?, (ustedes también piensan que es
exponencial?
AJ. El problema es que se triplica para cada 5 dias.
Docs.¢Si te dijeran que se triplica cada dia entonces no tendrias problemas?
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AJ. No, seguro seria exponencial. Dia 1.... 20x3, dia 2.... 20x3x3... y asi seguis.

Quieren producir una férmula pero no avanzan entonces la profesora sugiere que hagan
una tabla. Para elaborarla se preguntan por las variables que intervienen.

AJ. x es cantidad de dias, y es cantidad de piojos. Al dia cero, ahi ya hay un tema.

Si llamamos n a la cantidad de dias y n es el exponente....hacemos 20 “por algo a
la n”, hay que hallar el algo. Cuando n es cero queda 1 y nos da 20. ¢(Esta bien?
Docs. Estan cerca. ¢Y en 5 dias qué exponente necesitan?

Al. 5 si n es la cantidad de dias.

Esta es la tabla que arman en el equipo.

Dias Piojos
0 20

5 20.3
10 20.3
15 20. 3°

Docs. Pero vos te diste cuenta que vas multiplicando por potencias de 3. En 5 dias
¢qué exponente pusiste?

AJ: ¢A los 5 dias? uno

Docs. ¢A los 10?

Al. 2

Docs. ¢Y en 157

AJ. 3. Ahi esta, si quisiéramos ver cuantos piojos hay el primer dia tendriamos que

poner 20x 3 s ¢se puede poner 1/5 en el exponente?
Esta dltima pregunta nos llama poderosamente la atencién. Como puede observarse a
partir del didlogo, el alumno encuentra una regularidad que - al plasmarla en una férmula -
interpela sus nociones algebraicas. Se pregunta de este modo por la posibilidad de operar
con la potenciacién en el campo de numeros racionales - lo que no estaba dentro de su
saberes previos. LLa modelizacién trajo de este modo una pregunta matematica gexiste esta
operacion? Jtiene sentido plantearla? Luego de explicarle a todo el grupo el concepto de
exponente fraccionario'” siguieron trabajando en la bisqueda de la férmula de los piojos
para un dia n genérico. La expresion les parecié adecuada para contar los piojos del primer

dia a partir de la validacién de la profesora (y la confianza de Juan en las “férmulas”).

AlJ. entonces ¢queda asi? 20x 33
Docs. si, ¢llegaron a la férmula general?
AJ. no podemos, porque tenemos los dias pero no es lo que va en el exponente.

Este comentario da cuenta de que aun cuando el alumno, a partir del didlogo anterior a este

ultimo, encuentra una regularidad (no podemos saber qué es lo que piensa exactamente

125 El grupo conocia las raices de diversos indices y la profesora presenté el exponente fraccionatio en
términos de la potenciacién y de la radicacion.
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pero seguramente ha observado que los exponentes que €l utiliza son los dfas divididos por
cinco) que le permite dar una expresién para los piojos del primer dia, esto todavia no lo
habilita a construir una férmula para un dfa n genérico. Continuamos el didlogo con Juan
segun su produccion para el primer dia y extendiéndola hacia otros dias que no fueran
multiplos de cinco (el primer dfa nos permitfa también indicar los piojos en otros dfas con

restos de 5 modulo uno) y esto permite que Juan elabore la férmula.

0.1.3,5 Una produccion inesperada

El problema de los piojos dio lugar a que cada docente arribara con los distintos grupos de
alumnos a diferentes respuestas en cuanto al numero de piojos en el primer o séptimo dia
(segun los enunciados entregados) y las consensuara luego en la fase de puesta en comun.
Asi, en algunas clases primo, la idea de que el nimero de piojos no podia establecerse fuera
de los dfas multiplos de 5 pues no se conoce la forma de reproducciéon del piojo. En otras

clases se utiliz6 mayoritariamente la férmula de crecimiento de tipo exponencial

f(n)=20-3" , donde n indica los periodos en los que se triplica y por lo tanto se va en

escalas de 5 en 5 para los dias y también surgié la férmula f(x)=20-%, donde X sefala

dias.

Finalmente, un tercer tipo de respuesta que aparecié en sélo un par de grupos, explico el
numero de piojos de un modo que no habfamos anticipado como posible para este
conjunto de alumnos. Esta situacién imprevista fue observada en dos cursos distintos y
puso en evidencia la enorme riqueza de este problema. Afianzamos entonces a partir de

esta experiencia la idea de comunidad clase como unidad de produccién matematica.

Pero, ademas y tal vez incluso en primer plano (aunque dejaremos esto para el andlisis de la
gestion docente), este problema - junto con todas las producciones que aloj6 y generé - nos
permitié afianzar una hipétesis de trabajo que habfamos discutido con las docentes en
términos generales pero que aqui tomaba una forma muy especifica: una condicién
fundamental, indiscutible, necesaria e importante para poder gestionar la produccién de
diversos razonamientos de los estudiantes es que “el docente debe pensar junto a sus

alumnos”.
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Dialogo 6.10. La modelizaciéon y el ajuste de la realidad en la producciéon de
fundamentaciones Dialogo Docente — Grupo de alumnos.

Doc;. El lunes a las 10 de la mafiana ¢(qué tiempo es?

(los alumnos hablan al mismo tiempo uno de ellos dice que es tiempo cero pero no
parece ser escuchado por los demés)

Doc;. El lunes a las 10 de la mafiana me pusieron los piojos en el tiempo cero, el martes
a las 10 de la mafiana ¢(cuantos tengo? Es el dia 1.

Al.180/3 y a eso lo divido por 5 dias. (no se escucha)

Doc;. ¢Coémo?

Al. 180/3 me da 60 y eso lo divido por 5 dias. Me da 12.

Doc;. 180 habia a los 10 dias

Al. Y eso lo voy a tener el 12 dia: 20+ 12

Doc;. Para (le dice a otros alumnos que estan proponiendo otra cosa) hagamos lo que él
piensa, pero no es 180.

Al. Ah, no 60.

Doc; ¢{Cuantos tenias a los 5 dias?

Al. 60

Doc;. 60 tenias el dia 5, hagamos lo que ¢l dice pero teniendo en cuenta lo que tenia el
dia 5.

A2. Vos dijiste 12 ¢o no?

Al. Pero cada 5 dias se triplica, entonces lo tengo que dividir por 3

Doc;. ¢Y esos 20 que son?

A2. (Para qué?

Al. Para ver cuanto tengo en un dia

Doc;. No, porque los 20 son los que te plantaron en el tiempo cero. Pero eso es lo que
te plantaron. (se da una discusién entre los alumnos).Ah!, Yo creo que vos tenés una
confusién. Vos tenés una cantidad y querés dividir esa cantidad en 5. Ahora yo te
pregunto, del tiempo cero en el que te pusieron los piojos a los 60 del dia 5, para vos
¢como hacés para saber el dia 1?

A4. iNo hay! ¢(Por qué hay?

Doc;. Porque transcurren 5 dias, el dia 5 hay 60

A3. Para mi hay 32 (suponemos que esta haciendo 20+ 12)

A2. 40 =60-20 son los piojos que le crecieron, los que.....

Doc;. Los nuevos. En el tiempo O tenias...

Al. 20

Doc;. Pasaron 5 dias y tenias...

Al. 60

Doc;y. Pasaron 10 dias y tenias...

Al. 180

Doc;. Pasaron 15 dias y tenias 540. Bueno, muy bien, él lo que dice es que va a explicar
lo que puso acd. Y dice que aumentaron 40 piojos. Ahora vos ¢qué decis?

Al. Que quiero saber cuanto aumentaron por dia

Doc;. Claro, yo quiero saber cuanto aumenta por dia. Ojo, no en un dia, el primer dia.
Entonces ellos te dicen que hagas 40/5. Son 8, el primer dia tengo....

Al. 28,

Doc;. ¢El segundo dia?

A1.36

Doc;. El 32 dia?

Al. 44

[la docente sigue preguntando de a uno hasta el 10. Los alumnos van calculando los
datos pedidos hasta llegar al décimo dia y ocurre lo que esperabamos]

Doc;. ¢El 927
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Al. 92

Docy. ¢Y el 10?

Al. 180! jajajaja .............

Doc;y. jNo, no! jOcho mas! jentonces tenemos 100! Y ustedes tenian 180.

Esta habia sido la devolucion discutida durante el taller, {bamos a mostrar que el modelo
lineal no era el recurso a utilizar en estos problemas a partir de los contraejemplos que
estaban disponibles en funcién de las elaboraciones anteriores. Sin embargo este grupo

tuvo una retroaccion frente a este planteo que no habjfamos anticipado.

AZ2. Entonces me dio mal usted. Acé es distinto, no son siempre &...

Doc;. Ah parate el dice que yo esto solo lo puedo hacer hasta el dia 5.

Obs. Claro, sumar de a 8 funciona hasta el 52 dia, dice él.

A3. No son proporcionales. No me da lo mismo yo hice las variaciones que hice acd y
no me da lo mismo.

Al. Después lo tenés que hacer con 120=180-60

Doc;. Convengamos que hay algo que aca ustedes pusieron que es que la variacién no
es siempre la misma cada 5 dias, entonces ustedes dicen que van a tomar la variacién
de cada 5 dias y ahi lo van a dividir por 5 y asi lo van a hacer. (Qué es lo que les dice
que asi esta bien? {por qué ustedes pueden hacer eso?, (cémo lo pueden justificar?

A2. {Porque te da!

Doc;. éQué es lo que te da?

Al. Profe ¢por qué la complica tanto? jno lo complique mas!

Los alumnos ajustan sus conocimientos de la linealidad y proponen -pensamos que sin
mucha anticipacién- un modelo lineal por intervalos. La docente exigida por la velocidad
que le demanda el trabajo oral -y por la sorpresa al constatar que los datos que van

produciendo los alumnos “encajan” en el planteo- estd intentando justamente “pensar

. 126
junto a sus alumnos”. ™

Doc;. A ver, ustedes ven que cada 5 dias se triplican, ¢estamos de acuerdo con esto?
Todos, jsi!

Doci, Toman el 120 dividen por 5 ¢cuanto te da?

Al. 24

Doc;. Entonces en el 62 dia tendrian 84...... yo digo una cosa. Del dia 1 al dia 6 ¢cuantos
dias pasaron?

Al. 5 dias

Doc;. Dia 1 tiene 28, dia 6 tiene 84, ¢se triplicaron?

Al. Si

Doc;. Aja. Dia 2 al 7 pasaron 5 dias teniamos 36 y ahora tenemos 108 ......

Aca se produce un momento de tensién donde la docente entiende que el modelo podria

ser adecuado, ain cuando no tiene certeza. Los alumnos vuelven a confirmar sus cuentas y

126 B realidad los alumnos no habian producido una férmula pero era evidente que podian calcular la

cantidad de piojos pues entendian el procedimiento que habian ideado. No tenfan una formulacién genérica
pero sabfan como proceder.
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datos del problema y asi estan confirmando su modelo. En este contexto la docente da una

respuesta provisoria que da cuenta de su posicion.

Doc;. Bueno, te digo una cosa? Yo hoy les voy a dejar una tarea pero yo me llevo otra
¢eh? Me van a hacer pensar en el fin de semana.

La docente deja al grupo de alumnos de “la poligonal” con un cierre provisorio de su
produccién y lleva esto al taller.

El modelo poligonal propuesto por los alumnos responde a la consigna “cada cinco dfas se
triplican” y fue de este modo recibido como una nueva produccion. La docente se encargd
de traer al taller la definicién de una poligonal (o funcién lineal a trozos) que respondia a
los datos. En el espacio Taller explicitamos que para exigir el modelo exponencial y
rechazar el modelo de la poligonal era necesario un enunciado que planteara la forma de
variaciéon no solo para una variacion fija — en este caso cinco dfas — sino para cualquier
amplitud posible. En otros términos, el modelo propuesto por los alumnos responde a la
condicién:

Cualquiera sea el valorde ¢, f(r+5)=3% f(t)

En tanto que un modelo exponencial exige algo mas:

Para cualquier valor real h existe kK (h) = k,

1

de modo que la igualdad

f{@+h)=k, x f(t) se verifica para todo ¢ real

Esta ultima condicién no es verificada por el modelo poligonal.

La producciéon por parte de los alumnos del modelo poligonal suscité en nosotros
reflexiones en dos planos: a) los modos de aproximarse a la construccién de un modelo
exponencial a partir del analisis de ciertos contextos particulares y b) la exigencias del
docente confrontado a la interacciéon con alumnos a los que se invita a producir
abiertamente.

Con respecto a la primera cuestién, el analisis nos lleva a valorar dos cuestiones. Por un
lado subrayamos el interés de plantear un problema que admita diferentes modelos posibles
porque resulta un modo fecundo de centrar la mirada de los alumnos en el analisis de las
condiciones de funcionamiento del contexto. Por otro lado, remarcamos la fertilidad de
introducir el tratamiento del modelo exponencial (y tal vez, mas en general de un modelo

nuevo para los alumnos) a partir de un conjunto de problemas (y no de uno solo) cada
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uno de los cuales va aportando diferentes rasgos del modelo hasta llegar a una

caracterizacién acabada.

A nivel del trabajo del profesor, creemos que el didlogo anterior da cuenta de dos
condiciones que hemos mencionado en el marco tedrico. La oralidad imprime en el
docente un conjunto de exigencias a las que debe prestar atenciéon. A su vez la oralidad y el
trabajo en pequefios grupos es promotor de un alto nivel de produccién y de validaciones
en un escenario en el que se ha instalado el debate (incluso el que se da al interior de los
grupos).

Por otra parte entendemos que el docente se ve tensionado ante tal situacion, también para
¢l hay un cambio del contrato. Los alumnos esperan un docente que tenga respuesta para
todos sus interrogantes y que no aloje “la duda”. Los docentes tienen muchas veces esa
misma expectativa respecto de s{ mismos. Si no opera un cambio del contrato didactico el
docente rechazara de varios modos mas o menos silenciosos ponerse a prueba frente a sus
alumnos, y esto no dard condiciones suficientes para la emergencia de un trabajo de
compromiso intelectual.

También vemos que la produccién de los alumnos rompe la asimetria docente- alumnos'”.
Es necesario un involucramiento genuino del docente con la produccién de los alumnos
que sea superadora de una lectura de zozobra respecto de la escena y de si mismo. Dudar
con ellos y confirmar a posteriori con ellos que el modelo funciona es la mejor estrategia.

El vinculo con los alumnos se alimenta del vinculo con el conocimiento.

6.1.4 Problema de la laguna

Como anunciamos antes, después del despliegue realizado a partir de los tres problemas
anteriores, se propone un problema con dominio continuo y en el que la variacién se

expresa en términos de porcentaje. Veamos su enunciado:

Una laguna contiene sedimentos uniformemente distribuidos que reducen la transmision
de la luz a través del agua. Dicha luminosidad se reduce en un 20% cada vez que se avanza
un metro hacia la profundidad de la laguna, (es decir, cualquiera sea el nivel de
profundidad en el que se encuentre el buzo, al descender un metro pierde el 20% de
luminosidad que tenfa).

127 , .
Queremos destacar que éste era un grupo de alumnos descrito por la docente como un grupo con un

desempefio en la materia por debajo de la media del curso. En tal sentido esta situacién de produccion resultd
una excelente e inesperada noticia para sus integrantes. Este hecho volvié al taller para un analisis.
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Un buzo esta pronto a sumergirse en dicha laguna; si consideramos la intensidad de la luz
(medida en unidades luminicas), como de 100 unidades en la superficie:

a.Realizar una tabla que indique la luminosidad para cada uno de los primeros 10 metros.
b.¢Puedes decir qué intensidad de luz tendra el buzo al bajar 0,5 m?
c.Nuestro buzo en cuestién tiene instrumentos de medicién que pueden detectar luz

hasta una intensidad del 0,2 unidades luminicas. Teniendo en cuenta este dato, ¢podra
detectar luz si baja a 20 m?

d.cHasta qué profundidad podrd descender con su instrumental, para todavia detectar
cierta luminosidad?

ANALISIS DEL PROBLEMA

El problema de la laguna comparte con el segundo problema de los cuadrados que la
magnitud “luminosidad de la laguna” resulta decreciente. Ahora bien, se presentan por su
parte dos elementos nuevos: por primera vez, el alumno se encuentra con una situacién
exponencial donde aparece el continuo dado que se puede pensar la luminosidad en
cualquier punto del agua. Ademas se utiliza por primera vez un porcentaje como forma de
describir el cambio. Se mencioné en el taller que los alumnos olvidan la forma de trabajar
con porcentajes y se discuti6 la posibilidad de realizar un repaso del tema. Creimos que un
trabajo de cada docente en pizarrén podia condicionar la forma de abordar el problema
pero acordamos que cada profesor decidirfa si realizar o no alguna intervencién en la clase,
en la medida que detectara como impedimento el dominio de sus alumnos del porcentaje

en los calculos que necesitaban realizar.

La tabla que se les pide al inicio tiene por objetivo dejar datos con los que pudiéramos
confrontar luego tanto la luminosidad en el medio metro como las preguntas c.- y d.- sobre
la luminosidad a los 20 metros y la profundidad dltima hasta la cual el buzo podria detectar

luminosidad con su aparato de medicién.

La anticipacién que hicieron las docentes sobre el uso de porcentajes fue constatada luego
en todos los grupos, en el sentido de que el calculo de porcentajes tuvo que ser recordado
por las docentes en casi la mitad de cada curso. La idea de que el porcentaje referfa siempre

a la dltima luminosidad y no a la primera debi6 aclararse con frecuencia.

Siendo este el cuarto problema que los alumnos abordan muchos de ellos quieren producir

una férmula como las que ya venfan elaborando. Se enfrentan aqui con el siguiente
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problema: el dato sobre la disminucién (comparado con el dato sobre la triplicacién de los
piojos y sobre la duplicacion de areas o la reduccion a la cuarta parte de los cuadrados de
los problemas uno y dos) esta, por primera vez, indicado en forma de una quita. Esto hace
que los alumnos formulen el cambio de la luminosidad en términos de una diferencia de
valores para cada paso. Los valores de la tabla no habilitan la observacién de una
regularidad (a menos que la tabla esté errada y se trate de restar cada metro 20 unidades
luminicas, en cuyo caso la férmula es lineal). Una condicién para la elaboracién de la
férmula consiste en comparar las unidades luminicas entre un metro de profundidad y el
siguiente observando que en cada metro se retiene un 80% de la luminosidad. Sin ver la
equivalencia entre quitar el 20 por ciento y quedarse con el ochenta por ciento (lo que a su
vez se escribe en términos de una multiplicacion “0,8 de la luminosidad anterior”) los
alumnos no logran producir una férmula. Esta equivalencia consiste entonces en parte de la

fundamentacion de la férmula.

Atn asi, la elaboracién de la férmula que los alumnos conciben en principio para un
dominio entero no se extiende de manera inmediata 2 un dominio continuo. Veamos el

siguiente extracto al respecto:

Dialogo 6.11. Campo de aplicacion de una férmula. Didlogo alumno - docente.

El alumno tiene anotado en su carpeta lo siguiente:

100. (0.8)" — cantidad de metros

v

luminosidad
la superficie Para obtener el 80%
sacar el 20% (100% - 20%)

Docs. ¢Usaste la formula para encontrar la luminosidad en medio metro? (estaba
anotado en su hoja que en medio metro habia 90)

A. No, lo hice antes, a ojo. (El alumno se pone a probar con la férmula)

A. No me da, da 89,44 y no 90.

Docs. ¢Y cudl es el correcto? 90 o 89,44

A. jClaro!, no es el 10%, no es lo mismo, yo hice el 10, pero no es la mitad. Hay que

Evidentemente es tan fuerte en la imagen de los alumnos el modelo proporcional que

disponer de una férmula no constituye un recurso suficiente para “saltar” a otro modelo.
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Aunque los alumnos todavia no tienen elementos para hacer funcionar la férmula para
cualquier valor, este ultimo alumno detecta una contradiccién entre el uso intuitivo de la
proporcionalidad y la aplicacién de la férmula al valor 0,5. Esta contradiccién tiene un

valor productivo para avanzar en la extension de la férmula.

De todos modos, mas alla de las dificultades de extension de la férmula recién sefialadas el
contexto de la laguna habilita la aceptacién de un dominio continuo, a diferencia de lo que
sucede con el problema de los piojos en el que muchos alumnos sélo aceptan trabajar con
los multiplos de 5. En este caso, la pregunta por la luminosidad en el primer 2 metro no es
cuestionada y si, en cambio, levanta distintas discusiones sobre el posible uso de la
proporcionalidad en el problema. El uso que hacen los alumnos sobre el concepto de
proporcionalidad no es siempre el mismo, se alude a distintas constantes de
proporcionalidad y pocas veces se explicita, tanto entre alumnos como entre alumnos y
docentes. Esto dificulta el debate, para muchos docentes resulta complejo desentrafiar estas

cuestiones durante las discusiones de sus alumnos.

Dialogo 6.12. La luminosidad y la no proporcionalidad del porcentaje. Docente y
alumnos

Al. jprofe!

Doc; . ¢Ya terminaron?

Al jSi!

Docy. (Y como es en medio metro?

Al. No, ese es raro, yo entendi que partiendo de cualquier lado si bajds un metro te
quedas con el 20% menos pero si lo hacés en 0,5 no me va a dar, no va a ser el mismo
de cualquier punto.

Al 2. Si, yo lo hice, si te da.

Al 1. No, no te da.

Al 2. Si, mira. Lo pensés. Hacés asi: en O metros 100, en 1 metro 20 entonces es obvio
que en medio metro es la mitad, diez.

Doc;. ¢Por qué es obvio?

Al 2. No, no es obvio.

Doc;. Pero eso dijiste vos.

Al 1. Si es como vos decis, si vos sacas el 10% de 100 te quedan 90 y después tenés
que llegar con el 10% de nuevo a 80 y no llegds, llegds a 81 que es distinto. Te esta
faltando porcentaje.

Doc;. ¢Podés explicar con un poco mas de detalle para que te entiendan?

Al 1. Si claro. Vos sacés el 10% y te da 90 pero el proximo 10% no te da 80.

Al 2. Y pero llegas a 90 que es lo tnico que te piden y listo.

Al 1. Y no, porque tiene que ser proporcional. Vos después tenés que llegar a 80 para
comprobarlo, si no después no tiene sentido.

Al 2. pero te piden a medio metro. Es la mitad.

Doc;. ¢Por qué?
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All. Porque es proporcional

Doc;. Entonces si bajas el doble tenés que tener el doble del porcentaje. Aca bajas 1
metro y descontas el 20% entonces en dos metros ¢bajas 40%?

All. Ah, no.

El dialogo anterior muestra que el analisis de la consistencia de los datos es potencialmente
un punto de apoyo importante para aceptar o rechazar soluciones de una manera
argumentada. Si bien el alumno 2 no va mas alla de la consigna -lo cual estarfa mostrando
que la potencialidad de los datos se “activa” con un cierto posicionamiento del alumno y
no es en sf misma portadora de garantias - el alumno 1 tiene la intencién de controlar sus
respuestas y para ello analiza que el dato obtenido via proporcionalidad (la luminosidad a %2
metro) entra en contradicciéon con otros datos obtenidos de manera mas segura a partir del
enunciado del problema (la luminosidad a 1 metro de profundidad). La fundamentacién de
la proporcionalidad se rebate con la misma proporcionalidad aplicada al doble de la

disminucién de la profundidad.

En el taller acordamos con las docentes que la refutacion a la respuesta del 10% se apoyaria
en las tablas que ya habfan realizado preguntandoles si las mismas daban cuenta de la
proporcionalidad. Sin embargo la existencia o no de proporcionalidad podia aludir a
distintas magnitudes en juego: la luminosidad, el porcentaje de la luminosidad restante, el
porcentaje de pérdida de la luminosidad. Sin una explicitacion de las magnitudes aludidas

no pueden aclararse las posiciones de alumnos o docentes.

Otra relacion anticipada fue la interpretacion del porcentaje del 20% como una quita de la

quinta parte. De este modo los alumnos deducen con mas facilidad que la luminosidad

restante representa 4 de la que hay un metro més arriba. Este razonamiento les permite
5

formalizar la expresion l(m)=(4) x100 - En ese caso queda en manos del docente, generar
5

la discusiéon que lleve a identificar la equivalencia entre las férmulas que producen diversos

grupos L(m):(g) %100 ¥ L(m)=0,8" x100 .

El problema no pide la produccién de una férmula, esto fue pensado para dejar en manos
de los alumnos la decisiéon de producir una férmula ya sea para economizar calculos como
para fundamentar respuestas. En particular, en el punto c.- los alumnos deben calcular la
luminosidad en 20 metros de profundidad. Sin una férmula que les permita hacer el calculo

con calculadora los alumnos tienen que realizar el calculo de la luminosidad, ya sea 20 veces
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o bien, extendiendo la tabla pedida en el inciso a.- 10 renglones mas. Anticipamos que esto
favorecerfa la produccion de tal férmula. Sin embargo, la experiencia en aula no confirmé
nuestra anticipacién'”®. La generalidad como elemento de economia no esta disponible y en

todo caso sera el resultado de una construccién.

En la parte d.- se les pide a los alumnos que den una precisiéon en centimetros. Este item no
tiene como objetivo que los alumnos se involucren en la resoluciéon de ecuaciones
exponenciales. Se busca en cambio que a partir de esta consigna utilicen la férmula para
explorar valores hasta encontrar que el buzo perdera la posibilidad de medir con su
instrumental a los 28 metros. A partir de ahi los alumnos siguen explorando en centimetros

y para ello utilizardn exponentes decimales.

El contexto de este problema constituye también un soporte para elaborar una idea cuya
aceptacion ofrece clerta resistencia por parte de los alumnos: aunque la funcién decrece, no

“toca” el cero. Veamos un extracto que ejemplifica esta cuestion:

Un grupo de alumnos esta embarcado en el calculo de la luminosidad a los 20 metros

completando una tabla con la luminosidad en cada metro y utilizando el 80%

Dialogo 6.13. La luminosidad nula y el porcentaje. Docente y alumnos
Docs. ¢Va a llegar a cero?

Al. En algtin momento si.

A2.Y si.

(la docente hace un silencio observando el desarrollo en carpetas)

AZ2. jAh, no! para.... no sé...

Docs. ¢Por qué dudas?

A2. Y porque para que te de cero resulta que cero tiene que ser el 80% de algo y cero
no es el 80% de nada. Entonces no va a dar cero.

Nuevamente nos encontramos acid con una idea que da sus frutos: la necesidad de

argumentar que algo no es posible promueve la produccién de argumentos generales.

"% Si bien algunos grupos producen la formula, lo hacen en general y como forma de responder a todas las

preguntas. Por otra parte son muchos los grupos de alumnos que realizan todos los calculos hasta llegar a los
20 metros de profundidad. Muchos alumnos se ocupan de repetir un enorme repertorio de cuentas. En
algunos grupos se asignan roles para dividir la tarea de calcular y anotar los resultados en carpetas. En otros
grupos todos realizan las cuentas para confirmar resultados y no cometer errores.
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Con la intencién de ofrecer la oportunidad de que los alumnos siguieran trabajando sobre
las relaciones entre linealidad y variacién exponencial planteamos el siguiente problema en
el que proponemos la comparacion explicita de dos situaciones, cada una respondiendo a

un tipo de variacion.

6.1.5 Problema de los contratos

Propusimos a los alumnos el siguiente enunciado:

Patricia ha recibido dos propuestas de dos empresas interesadas en su perfil laboral. Una de
las empresas le ofrece ocupar el cargo de gerencia de proyecto especiales y le hace la
siguiente oferta de sueldo: $10.000 inicialmente, y un aumento mensual de $4.000. La otra
empresa le ofrece ocupar el cargo de gerencia de publicidad, un sueldo inicial de $10.000 y
un aumento mensual de un 20%.

O (Qué oferta serd mas ventajosar

O como explicarias convincentemente la conveniencia de una de las ofertas respecto de
la otra?

ANALISIS DEL PROBLEMA

Como anunciamos el “problema de los contratos” tiene dos intenciones. Al tener en
cuenta un modelo claramente lineal propicia que los alumnos tengan frente a si, los dos
modelos en el mismo problema y , al verse confrontados a la comparacién comiencen a
establecer diferencias entre uno y otro. También tiene como objetivo trabajar con los
graficos y asi generar condiciones para ver estas diferencias desde el lenguaje grafico, en
dialogo con el lenguaje algebraico. Anticipamos que las graficas podrian surgir frente al
pedido de una explicacién convincente de la mejor oferta pues el recurso grafico permite
que los alumnos identifiquen relaciones que podtian no ser percibidas a partir del uso de
tablas o de las formulas.

Si bien ambos contratos comienzan con el mismo sueldo, en un principio el aumento en el
modelo lineal es superior al del modelo exponencial. De este modo si los alumnos solo
realizan los calculos para uno o dos meses concluyen que les conviene el modelo lineal,
soélo a partir del octavo mes el modelo exponencial supera al lineal. En la experiencia en
clase el uso de las tablas y la comparacién fue la herramienta mas usada, seguida de la
elaboracién de graficos. Pensamos que el modelo lineal podria comandar la produccién de
graficos pero la falta de idea intuitiva respecto de la grafica del modelo exponencial no

alienta a los alumnos a desarrollar graficos, los graficos surgen pero en pocos grupos.
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Es importante también notar que la conveniencia de uno u otro puesto esta condicionada
al tiempo de permanencia en el trabajo. De este modo la respuesta no es univoca y los
alumnos tienen que considerar el comportamiento de la evolucién del salario en cada
empleo para decidir bajo qué condiciones es conveniente una u otro opcién. Esto dispara la
busqueda de herramientas y argumentos que al mismo tiempo les sirvan de apoyo para

convencer a otro.

Propusimos un ultimo problema de esta serie para que los alumnos siguieran

profundizando sobre las relaciones elaboradas.

6.1.6 Problema de las bacterias

El enunciado propuesto fue el siguiente:

En un laboratorio, estan experimentando con una poblacién de bacterias. Han observado
que al reproducirse la masa de la poblacion crece siempre en forma pareja, de manera que
en cada hora aumenta un 25%. Al comienzo de la observacion, el cultivo de bacterias tiene
una masa de 60 gr.

¢Cual sera la masa de las bacterias después de dos horas?

Expliquen como evoluciona de la masa de bacterias a lo largo de las primeras 8 horas.

ANALISIS DEL PROBLEMA

El problema no introduce muchas novedades respecto de los anteriores y posibilita el
tratamiento de muchas ideas tratadas: el crecimiento y el porcentaje, las relaciones
multiplicativas a partir de las aditivas, el analisis de la variacion de los valores de este
modelo en un cierto lapso . Toda la produccién anterior se propone como referencia para

validar las ideas que los alumnos pongan en juego para abordarlo.

6.1.7 Cierre e institucionalizacién de los problemas en contexto

Estos problemas permitieron abonar el trabajo de fundamentaciéon en situacion
contextualizada. Destacamos que se observé en todos los cursos un alto nivel de trabajo y
discusién en torno a esta actividad. También elaboramos algunos incisos optativos para

estos problemas (ver Apéndice N° 1) y otros problemas optativos atendiendo los distintos
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proyectos que las docentes necesitaban llevar adelante en sus cursos que diferfan no solo en
las horas catedra de cada uno de ellas sino también en las orientaciones de los alumnos y en

sus conocimientos matematicos.

Para realizar el pasaje de los problemas con contexto hacia los problemas sin contexto se
instrumentaron dos problemas que se trabajaron en principio con la misma dinamica que
los problemas contextualizados (trabajo en pequefios grupos y luego puesta en comun)
pero que daban lugar a momentos de institucionalizaciéon de conclusiones mas generales.
Estos problemas se encuentran en el Apéndice luego de los problemas contextualizados y

antes de los problemas que figuran bajo el titulo “Funcién exponencial”).

En el primero se vuelven a considerar los seis problemas discutidos retomando en cada
caso la férmula que representa la evolucion de cada una de las variables analizadas: areas de
cuadrados, piojos, luminosidad, contratos y bacterias, en los casos en los que se haya
llegado a la produccion de la férmula. En caso de no haber producido férmulas se les pide
a los grupos que las produzcan en esta situacién de revision.

Este analisis tiene por objetivo que los alumnos consideren todas las férmulas producidas
buscando la emergencia de algun patrén para todas ellas (y encontrando que una de las de
los contratos, siendo lineal debia ser excluida de este conjunto).

La problematizaciéon de este conjunto de férmulas tiene por fin comprender el significado
de los parametros que han surgido. Para ello el docente pregunta durante la puesta en
comun — institucionalizaciéon qué cambios resultan en las formulas ante algunos cambios
que ellos proponen en los enunciados El contexto sigue funcionando de apoyo para la
reflexién sobre las férmulas. Destacamos el término zustituir porque es el docente el que de
alguna manera impone que los alumnos vean las seis situaciones anteriores bajo el eustal de
la férmula exponencial. Anticipabamos en el taller que todo el trabajo realizado ofrecia a
los estudiantes elementos para aceptar la generalizacion propuesta por el profesor pero
queremos resaltar que dicha generalizacién no se desprende de manera natural de los
problemas: hay una operacién explicita y necesaria del docente para provocar un salto

hacia la generalizacién y echar a rodar el modelo exponencial como tal.

También se les propone a los alumnos pensar la validez de estas férmulas fuera de

contexto definiendo asi dominios para las funciones que quedan definidas mediante esas
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férmulas. La observacion de semejanzas permite instituir a la funcién exponencial

“f(x)=k-a"” como la representante de todo este grupo de férmulas.

A continuacién el docentes presentan a cada grupo un conjunto de seis graficas con la
consigna de que establezcan si representan o no graficas de las férmulas de los problemas
con contexto. El objetivo de este problema es que los alumnos busquen en las graficas
informacién pertinente que luego puedan contrastar con las que les dan las férmulas y las

utilicen para decidir.

Para muchos alumnos el contexto sigue estando presente de forma tal que si en un grafico
aparecen valores negativos de la variable esto descarta la representacion. Hizo falta aclarar
que los graficos tenfan el dominio que se habia discutido en la presentacion de todas las
térmulas. Giramos entonces con cuidado nuestro trabajo desde el mismo contexto como
fuente de problemas y de soluciones hacia el contexto como pie de apoyo para la reflexion

sobre un objeto matematico de estudio: férmulas exponenciales y graficos.

Los alumnos despliegan un conjunto de criterios: la ordenada al origen, el hecho de ser
creciente o decreciente. Algunos alumnos ven que las ordenadas son todas distintas y as
asignan cada grafica a cada funcidén a partir de este dato. Se explicita entonces que el
enunciado del problema no asegura que todas las funciones estén representadas en graficos
y que si ellos eligen acuerdo a las ordenadas estan asumiendo que seguro habra una grafica
para cada formula.

Al poner en duda esta cuestion los alumnos se ven en la necesidad de buscar mas
informacién en las graficas y férmulas y as{ identifican algunos valores como para decidir.
Para algunos alumnos esta actividad sirve a los fines de confirmar la solucién propuesta
mientras que otros consideran que se trata de una actividad previa a la decision.

Una vez mas pudimos observar que la ausencia de certidumbre genera en los alumnos

estrategias de fundamentacion.
Algunos grupos de estudiantes deciden que ante la imposibilidad de tomar todos los

valores de la variable y de comprobarlos en la grafica sélo estin en condiciones de concluir

que la grafica va a ser “semejante” a la que se les entrega.
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La puesta en comun de este problema hizo énfasis en las estrategias utilizadas para tomar la
decision. Asi se dio comenz6 al estudio de la funciéon exponencial que a continuacion

analizaremos.

6. 2 LOS PROBLEMAS DESCONTEXTUALIZADOS

A partir de estos problemas proponemos a los alumnos estudiar el comportamiento y
algunas propiedades que caracterizan a la funcidén exponencial. Se trata de situaciones que
permiten reflexionar sobre sus graficos y sobre las variaciones que éstos pueden sufrir en
funcién de los valores de los parametros que conforman la férmula. Se propone también
analizar crecimientos, decrecimientos, asintotas, ceros, etc. De esta forma, nos adentramos
en el estudio del modelo exponencial. Cada problema aporta algin elemento particular en

este proceso de estudio, que consideraremos en el momento de su analisis.

Dentro de este conjunto de problemas los alumnos se encuentran recurrentemente frente a
la necesidad de analizar o establecer condiciones para la validez de algunas propiedades o
para la verificacién de algunas caracterfsticas en el modelo exponencial. Asi sostenemos el
objetivo de convocar a los alumnos a la produccién de argumentos, explicaciones y

finalmente fundamentaciones.

0.2.1 Los elementos de la grafica exponencial para las funciones 3* y
1/3*
Proponemos un problema en el cual a partir de la confeccion de las graficas se concibe un

escenario que permitirfa reconocer algunas propiedades de las expresiones exponenciales.

Planteamos el siguiente enunciado:

1 X
1) Graficar las funciones f(x) = (gj y g(x)=3" y encontrar similitudes y diferencias

en los graficos. Comparar estas graficas con las anteriores.
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ANALISIS DEL PROBLEMA

Los alumnos grafican y comparan las graficas, encontrando como similitudes las asintotas
horizontales y la ordenada al origen. Como diferencias que una es creciente y la otra
decreciente. También se menciona que estan reflejadas respecto del eje y.

Los docentes colaboran para que las expresiones coloquiales de los alumnos (“en 2 y —2
dan lo mismo” por ejemplo) se puedan escribir con notacién matematica
(f(2) = g(=2) cuestionando incluso por la relacion reciproca f(=2)=g(2) y por la
generalizaciéon  f(x) = g(—x)). Los alumnos observan todas las caracteristicas. Sin

embargo expresar esas observaciones en un lenguaje que atrape la generalidad de sus
enunciados no es un recurso disponible. Frente a esto los docentes convocan a los alumnos
a un trabajo de escritura para poder expresar sus observaciones. Creemos que este trabajo

también abona a la fundamentacion.

Dialogo 6.14. Examinando la grafica. Docente y clase.

All. 3 a la x es creciente y la otra es decreciente.

Al(Bruno). Son simétricas.

Doc;. ¢Qué entienden los demds cuando Bruno dice que son simétricas?

Al2. Una hace asi y la otra al otro lado (realiza en el aire el recorrido de cada funcién
con sus manos).

Doci. Los demés ¢qué entienden con la simetria?

Al3. Son opuestas.

Doc;. No entiendo eso. Opuestas ées que...? Si yo tomo el uno acd, vos decis que la
imagen ¢cuanto vale?

Al3. Tres, entonces en la otra si tomo —1 la imagen de la otra es 3.

Para la realizacién de las graficas los alumnos se apoyan, en casi todos los casos, en el uso
de tablas de valores. En muchos casos no consideran en un primer momento valores
negativos para la variable independiente, quiza producto de haber tratado con situaciones

contextualizadas que no demandaban considerarlos. Por ejemplo, en un curso, una alumna

elabora el siguiente grafico para g (x) = 3":
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Ante esta situacion, la docente pregunta si el grafico termina en el eje Y. La alumna analiza
su grafico y sostiene que si. La docente interroga entonces a la alumna: ¢No se le puede dar
valores negativos al exponente?. Frente a este interrogante, la alumna asigna algunos

valores negativos a la variable y continua el trazado del grafico.

Otro aspecto que surge tiene que ver con el hecho de que las imagenes son siempre
positivas, para cualquier valor de x que se considere. Esta afirmaciéon - propuesta por
muchos alumnos - surge de la evidencia del dibujo, pero no es inmediato que puedan
identificar las razones por las cuales, estos graficos, no admiten valores negativos. El
siguiente extracto de un didlogo entre alumnos permite identificar un conjunto de
preguntas y reflexiones, incentivadas por la docente, con la intencién de que los alumnos

salten de lo perceptivo hacia un terreno mas argumental:

Dialogo 6.15. Examinando la grafica. Docente y grupo de alumnos.

Docs. ¢No sigue la curva para los negativos? (sefialando el eje y)

Aly. Si ponés negativos, se da vuelta (sefialando la fraccion) y sigue siendo positiva, no
cruza.

Docs. Bueno, pongamos entonces -1 ; =2 ;...

Aly. Pero siempre la y va a dar positivo.

Als. iPero no cruza el eje después? (sefialando el eje x)

Al, (respondiendo). No, siempre queda positivo porque ponés negativos y se te da
vuelta, pero siempre queda positivo.

Als. Ah, claro, da vuelta la fraccion y queda positivo, no se hace negativo. Hay asintota.

Mientras la docente interroga sobre el cambio de signo de la funcién un alumno se apoya
en la variable —haciéndola recorrer los valores negativos- y asi permite que otros alumnos
empiecen a considerar los valores de las imagenes. El intercambio que se da entre los
alumnos muestra que han tomado la pregunta de la docente y que pueden responder - ya
ahora sostenidos por la operacién y sus propiedades - que los resultados seran siempre
positivos. A su vez la exploracion les permite ver la tendencia y verificar la existencia de

una asintota.

En cuanto al crecimiento y decrecimiento de las funciones pasa saltar de “lo que se ve”

hacia una explicacion apoyada en la férmula los docentes anticipan una relaciéon — que sera

utilizada en el problema que se trabaja a continuaciéon sobre g(x) =2" - mostrando que
cada vez que “se avanza un paso” se multiplica por 3 y por % De este modo el “factor

multiplicativo” (la base) que caracteriza al cambio exponencial condiciona el crecimiento o
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decrecimiento de la funcién. Este argumento sera reutilizado a lo largo de los siguientes

problemas.

0.2.2 La grafica de g(x)=2". Un trabajo oral

El objetivo de este ejercicio es que los alumnos puedan fundamentar para la grafica de

g(x)=2" la caracteristica multiplicativa de la familia de funciones exponenciales:

f(X)=ka" = f(x+1)=a-f(x) y que puedan encontrar un correlato entre esa

propiedad y la grafica de la funcién.

Primera fase: El docente dibuja la grifica de g(x) = 2" (preferentemente sin escalas, ni

mencionando los valores que toman, segun la férmula g(a) y g(a+1) ) en el pizarrén |

113 2

clige un punto “a” cualquiera sobre el eje x , luego el punto a+1, construye los
segmentos paralelos cuyos extremos estan sobre la funcién vy luego traza el segmento
horizontal que sale a la altura de g(a)y corta al segmento de longitud g(a+1), luego el

docente enuncia, afirma, que este segmento ultimo parte en dos segmentos iguales al

segmento de longitud g(a+1) pidiendo a los alumnos que analicen y fundamenten por

qué la horizontal divide a dicho segmento en dos segmentos iguales.
En una segunda fase podra preguntar si sera cierto para cualquier a y a +1

En una tercera fase podra preguntar qué ocurriria si se considera dos puntos a y a+k (en
la oralidad el docente planteara “si no fuera @ y a+1 y en cambio fuera a y a+2,0a 'y

a+3 ¢podemos prever qué ocurrira?”)

El propésito de este ejercicio es promover que los alumnos se apoyen en propiedades de la
exponencial” para establecer la validez de una relacién geométrica. A diferencia de los
problemas hasta aqui trabajados en los que se promovia que fueran los alumnos quienes
formularan conjeturas y trabajaran en su validacién, en este caso es el docente quien
enuncia una proposiciéon y convoca a su fundamentacion. Hicimos esta opcidén porque se

trata de una relaciéon bastante “oculta” para cuya emergencia se nos ocurrian intervenciones

129 Dichas propiedades, entendemos, estin presentes en la expresion algebraica y también fueron desplegadas
en los problemas algebraicos.
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tan orientadas que no implicaban desde el punto de vista del trabajo para los alumnos una
gran diferencia respecto de la enunciacién directa del profesor y si en cambio resultaban

mucho mas costosas en tiempo.

0.2.3 Las ecuaciones y=(-1y* € y=(-2)*. Condiciones para la base.

A través de este problema nos propusimos promover en los alumnos una exploracién de
casos que les generen herramientas para cuestionar los valores posibles de la base en la
funcion exponencial. El enunciado es el siguiente:

3)

a) Confeccionar una tabla de valores para los pares ordenados que resuelven la ecuacién

y=(=D"

b) Idem para y=(-2)"

¢) ¢Puede definirse una funcion f(x)=(=2)"? ;por quér

d) ¢Qué condiciones debe cumplir a para definir una funcién f(x)=a"?

e) Con las condiciones del item anterior ;qué condiciones debe cumplira para que la

funcién f(x)=a"sea
1) creciente?
i)decreciente?

f) ¢Puedes encontrar algin valor de x para que su imagen sea 07

ANALISIS DEL. PROBLEMA

En nuestro analisis previo en el Taller anticipamos que los alumnos propondrian
probablemente una tabla de valores para estas ecuaciones. A partir de esa tabla se pone a
discusién la posibilidad de definir una funcién exponencial con una base negativa. La
exploracién de los alumnos se limité en general a los numeros enteros, pero en vatios
cursos y en algunos de ellos en varios grupos los alumnos observaron que con algunos

exponentes no se podia realizar el calculo en la calculadora.
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Durante el trabajo grupal las docentes devuelven a los alumnos esta cuestién propiciando
que la exploracién con la calculadora les permita esbozar alguna hipétesis sobre lo que
estan viendo.

Cuando se llega a la fase de puesta en comun -debate' se enfrentan grupos que no han
encontrado problemas mas alla del comportamiento erratico de los valores que intercalaban
los resultados 1 y —1 (en el caso de la base —1) con otros grupos que han advertido la
imposibilidad de realizar el calculo pedido para valores “decimales”. En estas circunstancias
una alumna explica que algunos exponentes no pueden utilizarse y lo fundamenta de este

modo:

Dialogo 6.16. Sobre la restriccion de la base exponencial. Docente y clase.
La profesora estd copiando en pizarrén todos los valores que los alumnos fueron
encontrando hasta que una alumna dice que el valor 3,5 no tiene imagen. Otros alumnos
contestan que la calculadora da “matematica error” cuando introducen esos datos.

Doc;. ¢Por qué? ¢Y por qué digo yo cuando ponés 3,5 te da “matematica error’?

Al. Si la calculadora lo dice es palabra santa.

Doc;. Lo digo yo. ¢{Porqué para 3,5 dard “matematica error’?

A2(Antonella). Cuando tenés un numero negativo no podés elevarlo a un ntmero
decimal.

[Se provoca una discusién generalizada, hablan todos a la vez.]

A3(Marianela). O sea, al no poder ser raiz impar, tampoco podés elevarlo a uno sobre
un impar.

[Sigue un gran murmullo]

Doci. Ah... jno sé!. Chicos esta cosa es importante. (A ver? (Cémo es? Despacio.
Vamos... esperen. Vamos a llevar a una traducciéon para que ella me lo explique porque
decia por ahi Antonella que los que son con coma, los decimales dice ella, que van a
tener problema. No podemos hacerlo a la 3,5 pero vos explica lo tuyo, ¢a ver?
A3(Marianela). Que cuando vos tenés un nimero negativo no le podés hacer una raiz par,
por que sino te da error porque es un numero imaginario. Entonces, hacer una... por
ejemplo, hacer una raiz de -1 es lo mismo que hacer (-1)"2, Entonces no podés a ningtin
numero negativo elevarlo a la uno sobre un nimero positivo. Solamente sobre un namero
negativo. Es lo mismo que le estuvieras haciendo raiz de un nimero impar.

A. Ah, tiene razoén.

A. No pero si fuera uno se podria hacer.

Doc;. Si fuera uno se podria hacer.

A. Si.

Doc;. ¢Estan de acuerdo con lo que ella dice?

A(varios). Si.

En este extracto del didlogo observamos que existe una confusién entre las designaciones

de numeros pares, impares, positivos, negativos, seguramente producto de todas las

130 L . . . .
Presentaremos en el proximo capitulo el rol del docente durante la puesta en comin y alli mediante
algunos didlogos se analizard las caractetisticas particulares de este tipo de puesta en comun.
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exploraciones que los alumnos estan haciendo. El docente podtia capturar, en este extracto,
un gran numero de conjeturas resultado de la exploracién y emergentes para fundamentar
los hallazgos de los alumnos, por ejemplo:

e “un numero negativo no puede elevarse a un nimero decimal”,

* “no puede hacerse raiz impar entonces no puede elevarse a uno sobre un nimero

impar”,

* “raiz par de un numero negativo da error porque es imaginario”,

* “ningin nimero negativo se puede elevar a la uno sobre un nimero positivo”.
Con esto queremos sefialar:

a) la generalidad que van asumiendo las producciones de los alumnos,

b) el potencial de esta actividad de cara a la fundamentacion.
Vemos en la explicacion de Mariela una fundamentaciéon ya que, utilizando un
vocabulario del que dispone, esta realizando un razonamiento que se apoya en un calculo
pero que se generaliza a otros. Su explicacion se inicia tomando un ndmero cualquiera
negativo como base y explicando que las raices pares no estan definidas en el campo de los
reales. Luego explica que todo exponente de la forma 1/n refiere a una raiz. Allf hay una
confusiéon entre pares y positivos. Es decir Marianela estd razonando al mismo tiempo
entre las restricciones que se le pueden imponer a la base y aquellas que se le pueden

imponer al exponente.

La exploracién con estos valores representa una fase previa y constituye material de
discusién para elaborar las condiciones que el problema pide a continuacién. Esto es, se les
pide a los alumnos que anticipen bajo qué condiciones pueden definir la funcién
f(x)=a". Esperabamos que las dificultades encontradas en la exploracion previa pusieran
en cuestion la posibilidad de base negativa. Avanzamos luego pidiendo condiciones para
que la funcién resulte creciente y decreciente. Las relaciones encontradas se reutilizaran en
el siguiente trabajo en el que se propone una comparaciéon entre cuatro funciones

exponenciales.

0.2.4 Tablas comparativas de 4 funciones exponenciales

Presentamos a los alumnos un cuadro con preguntas relativas a las graficas de cuatro

funciones exponenciales con el objetivo de profundizar el analisis sobre la grafica de la
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funcién exponencial utilizando para ello la comparacién entre distintos ejemplos de la

familia.
Problema 4)

Preguntas para
responder de
cada funcién que
ya trabajaste

fo=2"

g(x)=3"

1 X
f)= (Ej

g(X)=(

3

ljx

¢Qué sucede con
los valores de y
cuando la x toma
valores cada vez
mas grandes?

¢Podés encontrar
algtin valor de x
para que su imagen
sea 0?

Contesta ¢Qué les
pasaria a las
imagenes de la
funcién si las
multiplicamos por
2? Da tu respuesta
en forma grafica

Idem si
multiplicamos por
-1

Idem si
multiplicamos por

0.5

Al multiplicar a la
funcién y =a”
por un nimero real
k distinto de cero
se obtiene la
funcion
y=k-a*
¢mantiene la
funcion
y=k-a" las
mismas
caracteristicas?

Si k=1

Si k<0

Sik=1

Si k=1

Sik=1

Si k<0

Si k<0

Si k<0
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caracteristicas? Si k>0 Si k>0 Si k>0
Detalla similitudes | Sj k>0
y diferencias y

busca sus causas.

ANALISIS DEL. PROBLEMA

1 X
Proponemos a los alumnos tomar a las funciones f(x)=2", g(x)=3", f(x) :(Ej ,

X
g(x)=(§j para realizar una exploracion acerca de: la representacién grafica de cada

funcién, la existencia de raices, el comportamiento hacia el infinito, los cambios que se
operan en las graficas a partir de algunos valores especificos del parimetro k en cada una.
Toda esta actividad es exploratoria y comparativa. Los alumnos son convocados a graficar,
realizar calculos utilizando sus calculadoras y asf buscar similitudes y diferencias entre las
distintas funciones. Es, en principio, una actividad sin un limite preciso, no surgirda un
resultado en el proceso de resolucién, que de cuenta de que han terminado de trabajar en el
problema. A su vez, no tienen indicios que les confirmen que las caracteristicas que creen
encontrar son evidentemente las que se esperan de ellos. Deberan entonces sustentar sus
hallazgos con la produccién de explicaciones. Deberan fundamentar para fortalecer sus
ideas antes de la puesta en comin — debate. Entendemos entonces que hay una dinamica
entre el problema semi-abierto y las caracteristicas de trabajo que se instalan en la clase que
estimula la emergencia de fundamentaciones (notamos que esto es compartido por otros

problemas).

Algunos alumnos identifican también que el parametro Kk es el responsable de condicionar
el signo de las imagenes, llegando a reconocer inclusive la velocidad del crecimiento. Por

ejemplo, en una discusiéon con todos los alumnos de la clase, aparecen las siguientes ideas:

Dialogo 6.17. El parametro k en la grafica de la funciéon exponencial. Docente y
clase.

Al;. Si k es mayor que 1, la funcion aumenta mas rapido..

Doci. Muy bien ¢Y si multiplicds por un valor de k menor que 0?

Al;. Es como un espejo, se da vuelta...simétrico..

Aly. Claro, cada imagen se da vuelta, pasa a ser negativa...

Doc;. Muy bien. Y si se multiplica por 0,5, un ntumero entre O y 1...iqué pasa con la
funciéon? ¢Crece més rapido o mas despacio?

Al;. Corta en 0,5 ahora, va creciendo méas despacio. Cada imagen se achica a la mitad,
no?
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Al,. Te queda cortando por el numero por el que lo multiplicas (refiriéndose a la
“ordenada al origen”)

0.2.5 Caracterizacion de las imagenes de la familia f(x)=a".

A partir del trabajo anterior planteamos generalizar las relaciones producidas:

5) Siendo a >0, a # 1 caractetizar el conjunto de positividad y negatividad de f(x)=a".

ANALISIS DEL PROBLEMA

Este problema tiene por objetivo recoger parte de la informaciéon acumulada en esta tabla.
Los alumnos necesitan comparar y generalizar a un enunciado indicando si deben
distinguir o no casos segun el valor de las bases. Es un trabajo en el que los alumnos se ven
confrontados a formular condiciones para que la funcién tenga un cierto comportamiento.
Durante la observacion de clases notamos cierta confusién entre las nociones de
crecimiento o decrecimiento y la positividad y negatividad. Los docentes propician
discusiones que permitan zanjar estas confusiones. Asimismo sefialan la necesidad de que
las explicaciones se apoyen en situaciones generales y no solo en ejemplos disponibles para
resultar convincentes, y de este modo puedan asegurar que sus enunciados siempre se
confirmaran. Entendemos que esta exigencia es oportuna en este momento de la actividad
de los alumnos. Esta tension hacia la generalizacion es oportuna ahora en funciéon del
recorrido realizado hasta aqui y no podria haberse instalado desde el inicio. Pensamos que
los problemas contextualizados siembren condiciones para estas exigencias en el trabajo

descontextualizado.

Habiamos acordado con las docentes que en el caso de que algunos alumnos no lograran

elaborar una respuesta al problema 5.- en términos de conjetura ellos podrian sugerir la

construccion de una funcién de la forma f(x)=a* que tenga alguna imagen negativa. La
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imposibilidad de tal tarea abrirfa caminos interesantes en el proceso de analisis de algunas

.o . . . 131
de las condiciones que caracterizan a este tipo de funciones .

Vemos en esta actividad algunos aspectos cercanos a la del matematico en el sentido que el
matematico tiene fases de trabajo donde se plantea hipétesis, conjeturas que intenta probar,
y cuando no puede hacerlo aumenta su incertidumbre, la que trata de eliminar mediante la
busqueda de contraejemplos, ya sea para refutar su hipétesis o bien para encontrar
elementos que surgen durante esta construccion que puedan dar luz a elementos a tener en
cuenta para su demostraciéon o también para refinar sus enunciados con condiciones que

hasta el momento no contemplaba.

0.2.6 Crecimiento y decrecimiento de la familia f(x)=k-a*

Los enunciados propuestos a continuacién focalizan la actividad hacia la exploracién para
que través de la ella los alumnos puedan establecer en qué condiciones una funcién

exponencial es creciente o decreciente.

6) ¢Qué modificarias en la funciéon f(x)= 3 X 0,4" para qué:

a) sea creciente?

b) la nueva funcién tenga una grafica que sea simétrica con la grafica original con respecto
alejey?

¢) su conjunto imagen sea (—o0;0)?

d) Si crees que hay distintos tipos de transformaciones sobre f'(x) para lograr lo pedido
en cada caso, explica cudles son.

7) A) ¢Crees qué bastara, como anteriormente, determinar las condiciones sobre el
parametro a para decidir si y =k -a” es creciente o decreciente?

B) En caso afirmativo explica por qué el crecimiento o decrecimiento de este tipo de
funciones esta ligado tnicamente al parametro a ; en caso negativo explica y valida ¢Qué
condiciones establecetias sobre k y a para que la funcién y =k-a”* sea creciente? y ¢para
que sea decreciente?

131 Hemos utilizado esta misma estrategia en el problema de los cuadrados que decrecen al pedir a los
alumnos que decidan si puede existir un cuadrado de area %0. Las exploraciones permitieron a los alumnos

precisar con mayor claridad las caracteristicas de las areas que iban surgiendo.
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ANALISIS DE 1.OS PROBLEMAS

Los problemas 6 y 7 fueron elaborados con el propdsito de que los alumnos exploren con
un caso particular primero y asi luego intenten generalizar formulando conjeturas para el
crecimiento o decrecimiento de la familia de funciones f(x)=k-a". Se trata de analizar el
papel que tienen los parimetros en el crecimiento y decrecimiento de las funciones.
Nuevamente la tabla realizada en el problema 4 entra en juego pues las relaciones que se
establecieron a partir de ellas son disparadoras de preguntas y permite contar con ejemplos
y contracjemplos para las ideas que se vayan sosteniendo. El trabajo plasmado por escrito
comienza a ser vital para continuar ahondando en estas cuestiones y los alumnos van
enfrentando la experiencia de ir condensando las relaciones producidas en enunciados cada

vez mas generales. Efectivamente, a partir del problema 3 los alumnos ya han dado
condiciones sobtre el pardimetro a para que la funcion f(x)=a" resulte creciente o
decreciente. A su vez el problema 4 ofrece evidencias de los efectos de multiplicar a
algunas funciones particulares de esta familia de funciones (con base mayor a uno y base

menotr a uno) por distintos valotes del parametro k. Esperabamos que estos datos les
permitieran elaborar explicaciones acerca de qué valores podrian modificar en la funcién
f(x)=3%0,4"para que se convierta en una funcién creciente (para lo cual era necesatio
que se preguntaran y respondieran si esta funcién de partida era creciente, decreciente o
ambas cosas), para que la nueva funcién tenga una grafica que sea simétrica con la grafica
original con respecto al eje y , y, finalmente para que su conjunto imagen sea (—o;0).
Notemos como el tiempo esta incluido en la secuencia que concebimos en la medida en
que promovimos —por lo menos en la manera en que lo anticipamos- que los alumnos
retomaran los problemas anteriores para repensar éstos.

Anticipamos que, siendo un problema de multiples respuestas podriamos encontrar
afirmaciones mas generales y mas particulares, elaboraciones de distinto tenor que
alimentarfan el debate posterior y permitirfan elaborar un esquema de condiciones de
trabajo con toda la comunidad aula.

El item c.- que pregunta por condiciones para que la imagen sea (—o0;0) fue pensado
para abonar a la distincién entre crecimiento y positividad.

Las multiples respuestas que tiene el item d.- resultan un buen contexto para que los
alumnos debatan sobre la posibilidad de establecer condiciones minimas y condiciones mas

generales para cada uno de los items.
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En el problema 7 pasamos a una fase de trabajo mas general y abstracta esperando que el

problema 6 permita elaborar conjeturas sobre el papel de ambos parametros.

El objetivo para este conjunto de problemas 6 y 7 es que los alumnos puedan establecer,
de manera fundamentada, las condiciones sobre “k” y sobre “a” para que la funciéon sea
creciente o decreciente. Dividimos el planteo de forma tal que los alumnos se percaten de
la insuficiencia de condiciones sobre el parimetro a para definir el crecimiento o
decrecimiento, antes de ponerlos en situacion de buscar condiciones para ambos

parametros.

Audn asi una exploraciéon azarosa con valores de a y de k puede resultar de dificil
conceptualizacién. No obstante pensamos que la organizacién de la tabla del problema 4
podria dar pistas acerca de cémo organizar la exploracién. En la practica los alumnos no

tomaron la organizacién de estos datos para organizar la fase exploratoria de su trabajo.

El siguiente didlogo entre alumnos da cuenta de esta situacion.

Dialogo 6.18. Conjeturas y ejemplos. Dialogo entre alumnos.

All.iNo hace falta saber k?

Al2. Si, se necesita saber k.

Anotan en una hoja lo siguiente: “No bastara, ya que se necesita conocer el valor de k. Al
no cortar al eje X, k determina ya que es la ordenada al origen y nunca corta al eje”.

Al3 (se pone a dibujar una funcion en grafico cartesiano, para explicarle a otro y hace
un grafico que tiene k < O pero resulta creciente) jjjUh!!!! Es creciente y k es menor
que 0... No, no importa el valor de k, puede k ser negativo y creciente y puede k ser
positivo y decreciente...No depende de % ...

(Los otros alumnos del grupo se sorprenden y comienzan a dibujar otros ejemplos en
sus carpetas)

El didlogo da cuenta de que disponer de ejemplos es tan solo un inicio para la exploracion,
pero entendemos que esta actividad en si misma también se va enriqueciendo y va
dialogando con las relaciones que los alumnos van estableciendo. En esta situaciéon se

genera un espacio para la intervencién del docente.

En algunos grupos se comenzé incluso pensando que el parametro a era el que

comandaba el crecimiento o decrecimiento en tanto que el paraimetro k era el responsable
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de la positividad o negatividad (estas hipotesis provisorias cayeron ya sea durante la propia

fase de trabajo grupal o bien durante la puesta en comun en debate entre grupos).

No resultaba evidente la forma en que ambos parametros se pueden combinar para dar

condiciones de crecimiento y decrecimiento como en este didlogo se puede ver.

Dialogo 6.19. Condiciones sobre un par de parametros. Dialogo entre alumnos

Al;. Mird, no ves que acd ya dijimos que si a estd entre O y 1, entonces decrece y si a
es mayor que 1 crece (haciendo referencia a los graficos de 7« y (lj )
2

El resto de los alumnos de este grupo asienten, salvo uno de ellos que contesta:

Als. No.... pero si k es negativo seguro que va para otro lado---(esboza un bosquejo de
un grafico exponencial, con k negativo y decreciente). Si k es negativo entonces corta
al eje Y debajo de O... (esta frase provoca en el resto de los alumnos un desconcierto
general)

Als. Viste, yo te dije que con a solo no alcanza...también vale k ...hay que usarlo...

El problema 6 es un punto de partida para pensar el problema 7 pero claramente resulta
insuficiente. Los alumnos se abocan a producir ejemplos para elaborar alguna hipétesis
sobre las condiciones. Los ejemplos particulares les permiten configurarse una imagen
proxima a lo que ocurre, pero la busqueda de condiciones supone recorrer muchos
ejemplos particulares, que de todos modos no daran certeza, tal como se observa en el

siguiente extracto de clase que se desarrolla durante un debate en el interior de un grupo:

Dialogo 6.20. La exploracién con control. Dialogo entre alumnos.

Al;. No, pard, vas a estar toda la vida poniendo numeros. (Cuantas funciones vas a
hacer? No podés seguir con cada caso, te pide si es a o también si es k. (Qué vas a
probar para 200 ntmeros k y otros mil a?

Als. Dejame ver qué pasa, pruebo con algunas y vemos si va para abajo o sube...

Al;. Pero te vas a pasar toda la vida. Fijate, si a es mayor que 1, crece y si k es
mayor que O va a seguir para arriba...

Al,. Dejame ver, quiero probar ...(y escribe y =3.2" y= (— 3).2” y las grafica). Si,

depende también de k, porque acd crece y aca decrece. (Y sentencia) si a estd entre O
y 1 v k es negativo, decrece y si no, es al revés.

Para estos dos alumnos, en términos de Duval, el valor epistémico de los ejemplos de los

que disponfan hasta el momento (tanto de los que ellos habian producido como del que

daba cuenta el conjunto de problemas anteriores) era diferente. La alumna se niega a
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continuar la exploracién porque sin duda ella ya se ha configurado un escenario de
situacién para ambas variables. El alumno desconffa ain de otras posibles situaciones y
necesita buscar mas evidencia para confiar en lo que se podria producir con otros valores.
La alumna recurre a la imposibilidad de probar con “todos” los casos posibles. El alumno
seguramente no esta imaginando tal escenario pero es evidente que la exploraciéon que cada
uno de ellos necesita para generar un mismo grado de certidumbre no es la misma. El uso
del ejemplo que mantiene la base y cambia el signo del parametro k constituye para este
alumno lo que Balacheff denomina el “ejemplo crucial” ya que le permite imaginar una
situacién genérica a partir de un ejemplo. Notamos que el ejemplo no es azaroso sino que

tiene la carga de la duda o hipétesis que el alumno esta construyendo.

Los docentes analizan con los alumnos qué tipo de informacién se recaba a partir de las
funciones que se usan como ejemplos para enfrentar este problema y ponen en debate si,
apelando unicamente a esas funciones, es posible estar seguros que ocurrira siempre lo
mismo.

Presentamos un nuevo extracto donde surge una vez mas la necesidad de acompanar la
exploracién con una gufa producto de las preguntas que estan presentes en el grupo. En
este grupo se ve en las carpetas de los alumnos que han estado probando con varias

funciones: y = 1.2 y = 2.2% En el momento que se acerca el observador un alumno

dibuja y los demas miran y comentan

Dialogo 6.21. La exploraciéon con control. Dialogo entre alumnos

All. Pero poné otro k, fijate cémo cambia si es otro elk .

Al2. No, vas a estar un milléon de afios asi, no podés si tenés mil incégnitas...hay miles
de k, miles de a y miles de x...

Al3. (es el que estaba dibujando) Pero si no pruebo no veo a que llego, no sé como
cambia...

All. Si, pero cambi4 solo el a, no cambies todo al mismo tiempo, no se entiende nada...
asi no te vas a dar cuenta.

Al3. No, yo digo que si pruebo me voy a dar cuenta.

Al2. Pero ¢con cuantas vas a probar, con cinco millones de valores para k, para a,
para x...(entendemos que la alusién a la variable x es por la tabla de valores).

Discuten entonces sobre qué valores de k usar a la luz de los graficos siguientes que arman

a mano alzada en el momento en que llega la docente:
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All. Si k es positivo, es esta (y sefiala la que estd encima del eje x) y si es negativo es
esta otra (y sefiala la que est4 por debajo del eje x)

Doc,. ¢Estas pensando en que es positiva y negativa?

All: Si...

Docy. Pero se trata de analizar si crece o decrece...

All. Ahhhh, claro, puede ser toda positiva y decrecer y ser toda negativa y crecer
(contradiciendo lo que habia dibujado, y hace este otro dibujo)

=4
>

Al2. Ah, no depende del signo de la funcion...

El alumno que sostenia que habia que ensayar con dibujos anota estas funciones:
y=3-2"e y=(=3)-2" y comienza a hacer los graficos. Concluye que también

depende de &, que si es positivo o negativo y no solo de a y los demas acuerdan con €L

La evolucién del trabajo de los alumnos desde las explicaciones a partir de ejemplos hacia

las fundamentaciones -apoyadas en propiedades de las operaciones y los parametros

involucrados — nos confirmé que la actividad de la “busqueda de condiciones™* que

132 - . . . . . ,
La actividad de “bisqueda de condiciones” y la “incertidumbre” como contexto de actividades estin

analizadas en el capitulo del Taller y en el Marco Tebrico respectivamente.
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sostengan la validez de una relaciéon abonan a la emergencia de la fundamentacién. Al

mismo tiempo entendemos que la incertidumbre que generan estos problemas es un

factor que esta contribuyendo en la misma direccion.

0.2.6 Graficas y condiciones

Extendiendo la actividad de bisqueda de condiciones a la situacién grafica propusimos esta

actividad a los alumnos:

8.- Las funciones graficadas tienen férmulas del tipo f(x) =k -a*

Indicar cuales de ellas corresponden a las condiciones detalladas de a y b en cada caso.

£
g(x)
h
) i(x)
J(x) k()
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1(x)

condiciones deav b Funciones

O0<a<l y b<0
0<a<l y b>0 e,
a >y b>0
a >ly b <0

9.- ¢Puedes encontrar una funcién exponencial que pase pot los puntos (0,2) y (2,32)?
a) En caso de existir ses tnica?

b) ¢y por (1,200) y (4,25)?

¢) Idem por (-1,-1) y (1,1)

ANALISIS DE 1.OS PROBLEMAS

Los graficos que presentamos en el problema 8 poseen una particularidad: no cuentan
con datos especificos. Los alumnos no tienen una forma de reconocer una férmula
explicita asociada al grafico. En este sentido se diferencian de los graficos que hasta aqui se
les habia presentado o bien de los que ellos mismos habian producido (aunque algunos
alumnos ya habifan realizado graficos genéricos al trabajar en el problema 7 de las
condiciones, esta estrategia no habia sido todavia compartida con toda la clase). Este
problema tiene como objetivo profundizar el estudio acerca de las modificaciones que
puede sufrir un grafico a partir de los cambios de las condiciones de la base “a” y de la

constante “k 7, que forman parte de la férmula.

Se enfrenta a los alumnos nuevamente a la dificultad de considerar en simultaneo dos
parametros. Si bien cada pardmetro afecta el comportamiento del grafico de la funcién y en
tal sentido hay una complejidad, parte de estas consideraciones ya las han estudiado en el

problema anterior poniendo el foco en el crecimiento o decrecimiento de las funciones.
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Las exploraciones toman distintas organizaciones, por ejemplo, algunos alumnos

identifican en un primer momento la incidencia del parametro a sobre el crecimiento y
decrecimiento de la funcién f(x) =a” yluego analizan como incide el valor de k en cada

uno de los graficos. Otros inician el trabajo decidiendo que el signo de k distingue
funciones positivas de negativas y completan este analisis con el crecimiento o

decrecimiento de cada funcién a partir de condiciones sobre la base a .

Algunos grupos de alumnos apelan a las actividades anteriores para dar cuenta de las
relaciones entre los valores de “a” y de “k ” y su crecimiento y/o decrecimiento. También
ocurre que algunos alumnos utilizaron ejemplos, asignando valores particulares a “a ”y a
“k ", y, a partir de los resultados que van obteniendo, establecen qué grafico corresponde a
cada condicién. Veremos en el préximo capitulo como el docente, en interaccién con los
alumnos logra sefialar el papel que puede jugar el conjunto de problemas ya desarrollado
como parte de una actividad exploratoria que aporta informacién para la inferencia, en el
recorrido hacia la generalizacion. Es decir, la consideracion de los problemas anteriores
como referencia para pensar los nuevos no es en general espontinea y requiere de
intervenciones del docente que se transforma de esta manera en un gestor privilegiado de la

memoria de la clase.

El trabajo con el problema 8 contribuye a que los alumnos se apropien de una
representacion de las distintas graficas que puede tener familia f(x) =k-a* en términos
de los valores posibles para los parametros. El problema 9 que se presenta a continuacién
les propone a los alumnos que indiquen si es posible encontrar férmulas de funciones
exponenciales que pasen por determinados puntos. Esperabamos que la produccién de
graficas del problema anterior funcionara como un recurso grafico y esto fue lo que ocurrié
en algunos grupos de alumnos. Otros grupos no sabian como abordar el problema y
finalmente algunos grupos recurrieron a las relaciones multiplicativas para analizar la
posible existencia de una funcién exponencial. En este ltimo caso buscaban encontrar un
factor multiplicativo que les permitiera, por ejemplo para el item a) multiplicar el nimero 2
por dicho factor una vez y de ese modo arribar a la imagen del nimero uno y al repetir el
procedimiento arribar a la imagen del 2 que segin el problema debia ser 32. Esta idea de
factor multiplicativo les permitié confirmar que en el primer caso un candidato a tal factor
es x=4 en tanto que en el dltimo caso pueden ver que un factor (que ya saben debe ser
positivo) no puede convertir el x =—1en un imagen positiva en ningiin nimero de pasos.

Por su parte los alumnos que apelan a los recursos graficos indican para este ultimo caso
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que estas imagenes no pueden sostenerse si hay una asintota horizontal en cero. Otra de las
explicaciones que dan los alumnos es que segin sus analisis previos las imagenes son todas
positivas o negativas pero no ambos cosas. Podemos ver entonces que el trabajo realizado
va organizando ya a esta altura de la secuencia un conjunto de relaciones construidas por

los alumnos que enriquecen las fundamentaciones que pueden producir.

0.2.7 Interacciones entre los cuadros grafico y algebraico

Presentamos a los alumnos una dupla de problemas para poner en discusion propiedades

algebraicas de los exponentes con apoyo grafico a partir de los siguientes enunciados:

10.- 2) sSeri cierto que los graficos de las funciones f(x)=2""y g(x)=2x2" son

iguales? Si creés que si, explica por qué. Si creés que son diferentes, demostralo de alguna
manera.

b) ¢Es f(x)=2"" una funcién exponencial? ¢por qué?

11.- a)¢Puedes encontrar algun valor de x tal que f(x)=2" —4 tenga imagen nula?
b) ¢Existe algun valor de x tal que f(x)=3? ;Por qué?
¢) ¢Existe algun valor de x tal que f(x ) sea negativa? ;Por qué?
d) ¢Puedes hallar algin valor del dominio de la funcién tal que f(x )=-3,5? ¢y para
Sf(x)=-39375?
e) Idem para f(x)=-5

ANALISIS DE 1.OS PROBLEMAS

El proposito de los problemas 10 y 11 es propiciar la interaccién del trabajo grafico con el
trabajo algebraico de modo tal que los alumnos analicen ciertas propiedades de la
potenciacién a partir de un soporte grafico e, inversamente, anticipen relaciones entre
graficos a partir de propiedades de la potencia.

En el problema 10 tuvimos como propésito que los alumnos que no se decidieran por
demostrar la igualdad algebraicamente observaran que las graficas tenfan “muchos” puntos

de coincidencia (puntos que dependfan de los recursos que utilizaran para graficar) y que
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esa coincidencia interpelara la igualdad de las ambas expresiones gserd que 2 =2-2"? A
su vez reconocer esa igualdad de expresiones algebraicas genera entendimiento sobre las
funciones involucradas.

En clase observamos alumnos que sin graficar concluyen que los graficos son iguales
comparando los resultados obtenidos a partir de la confeccién de tablas de valores para
cada funcién. En aquellos casos los docentes cuestionaron la certeza de los alumnos a
partir de la tabla de valores, promoviendo un analisis de la coincidencia de los graficos mas
alla de la tabla de valores.

De hecho, apelar a una de las tablas permitirfa también discutir las propiedades de la

potencia. Por ejemplo:

x 2°*! 2x2"
0 2 2
T 4

2 8 8

-2 Ya Ya

Analizando con los alumnos el modo en que se relacionan los calculos que se hacen en
cada caso - se cleva el numero dos a una cierta potencia y se vuelve a multiplicar por dos,
es decir, aumenta en una unidad la potencia original — ellos identifican la propiedad de
producto de potencias de igual base.

En el apartado b) el propésito es el mismo pero entendiendo que en este caso la propiedad
algebraica en la que apoyarse para reconocer a f(x) =2"" como una funcién de la familia
de exponenciales es otra. Anticipamos en el equipo que los recursos de los alumnos serfan
los mismos: el uso de tablas o bien la manipulacién algebraica. El objetivo en este caso es
menos claro, y queda en el campo de los alumnos imaginar como modificar la expresion
para que pueda aceptarse como un miembro de la familia exponencial. En la observacion

constatamos que no es evidente qué distingue una expresion tal como f(x)=2"" de una

tal como f(x)=k-a".

El Problema 11 continba la propuesta del trabajo algebraico desde una perspectiva

funcional. Esperabamos que los alumnos apelaran al grafico de alguna de las funciones

f(x)=2" habiendo manipulado la ecuacién (y tratando de resolver 2° =4)o bien, para
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aquellos que tuvieran presentes los corrimientos verticales, la funciéon f(x)=2" -4 y, en
este segundo caso ayudados de una tabla de valores, reconocieran que existe un valor para
X que verifica lo siguiente: 2°—4=0. La confeccién misma de la tabla podria habilitar a su

reconocimiento: x =2

X 2" -4

0 3

1 2

2 0 —

Es decir, no esperabamos que los alumnos enfrenten el problema, en un inicio, con
recursos vinculados a las ecuaciones exponenciales. Nuestro objetivo era que se propiciara
un conjunto de relaciones entre graficos, tablas y férmulas como medio de trabajo y que de

este modo las graficas se constituyeran en un recurso para la fundamentacion.

Por otro lado, el uso de uno u otro grafico permitirfa a los alumnos identificar que hay una

tnica solucién.

En la resolucién del item b.-, aquellos alumnos que recurren al grafico pueden reconocer
que existe algun valor para x de manera tal que f(x)=3, aunque no sea posible
identificarlo. Anticipamos que algunas explicaciones sobre la existencia de solucién se
apoyarian en la nocién de imagen de la funcién, o simplemente en lo visual, sefialando en

el grafico la existencia de un valor del dominio con imagen 3.

La imposibilidad de encontrar una solucién de la ecuacidn, -con los recursos que disponen
los alumnos a esta altura - habilita al docente a sefialar que el enunciado no esta requiriendo
una solucién sino que se trata de indagar acerca de la existencia de una solucién. Esto
deriva en un trabajo exploratorio donde muchos alumnos se abocan a ensayar con
aproximaciones. De esta manera ensayando con valores entre 2 y 3, por ejemplo 2,5, van
aproximando por tanteo al resultado, aunque sin encontrarlo. Una vez mas el ensayo puede
ser azaroso o comandado por anticipaciones de los alumnos que ahorran esfuerzo. El
trabajo de aproximacién permite a los alumnos conjeturar la presencia de tal solucion,
aunque no sea posible encontrarla con los recursos disponibles. As{ el soporte grafico sirve

para colaborar en la certidumbre de su existencia.
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Para resolver los {tems c.- y d.- imaginamos que el item a.- podria servir como referente ya
que la tabla o el grafico habilitan a reconocer aquellos valores en los cuales la funcién es
negativa. Eventualmente la tabla requeriria de otros valores. En muchos casos los alumnos
apelan a las calculadoras para explorar con valores. Sin embargo la operacién azarosa de
valores en la calculadora resulta tediosa y queda superada por las anticipaciones de aquellos

que recurren al comportamiento de la funcién.

Esta situacion se repite durante el ultimo item e.- en la que algunos alumnos intentan
valores con la calculadora para la ecuacién 2°—4=-5 o su equivalente 2° =—1 mientras
que otros se apoyaban en la asintota de la funcién exponencial. La falta de recursos
algebraicos para la resolucién de la ecuaciéon abona la exploracién de las graficas, recurso

que se habilit6 explicitamente en cada clase.

0.2.8 La familia f(x)=k-a" +b. Parametros y graficos

Como ultimo problema pusimos a consideracién de los alumnos algunos ejemplos de la
familia de funciones exponencial con traslados verticales para que, una vez mas, el analisis
de los parimetros sea una oportunidad para la emergencia de la fundamentacion.

Planteamos el siguiente enunciado:

12.- Las siguientes funciones son del tipo: y=k-a" +b, para cada una de ellas analiz el

signo de k y b y ademds indici si a€ (I;+o0) osi ae (0;1).
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ANALISIS DEL PROBLEMA

A diferencia de los valores de referencia que pensamos para el problema 8 en este
problema dejamos del lado de los alumnos la responsabilidad de precisar recorridos de los
parimetros'”. Es nuevamente y finalmente un ejercicio que confronta a los alumnos con la
busqueda de condiciones. Las preguntas y conclusiones a las que hubieran arribado los
alumnos en el problema anterior, el problema 11, iban a abonar, anticipabamos, el
conjunto de hipotesis que pudieran construir en este ultimo problema. Entendimos que no
se trataba de una actividad completamente nueva en la medida que ya habian trabajado con

graficos, ya habfan establecido diversas condiciones y también ya habian analizado

crecimiento y decrecimiento de la familia f(x)=k-a".

Sin embargo esta nueva familia de funciones pone en cuestion, entre otras cosas, la idea de
ordenada al origen que se habfa conformado con la familia f(x)=k-a". En muchos
casos, los alumnos reconocen que la suma del término b provoca un cortimiento vertical
sobre la familia f(x)=k-a" lo que les permite reutilizar de forma adecuada los analisis

previos incorporando ahora el término b . En el siguiente extracto de dialogo lo vemos:

Dialogo 6.22. Corrimientos que interpelan el papel de los parametros. Dialogo
entre alumnos

Se ven varias hojas con graficos producto del ensayo con diversos valores de b. Los
alumnos comentan:

" Aclaramos que el problema no es completamente abierto en el sentido que no estamos pidiendo a los
alumnos que indiquen los posibles valores de los parametros sino que se especifica que sobre los parimetros
k y b sélo deben indicar el signo y sobre el parametro a indicar si este debe ser mayor o menor a uno. Esto de
todos modos es mucho menos estructurado que la forma en la que dispusimos las condiciones en el problema
8.
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A,. Como se suma b, puede subir el grafico y ahora cruza el O (sefialando un gréafico
con imagen negativa).

As. No, no puede cruzar éste (sefialando el eje X).

As. Si, b te da un aumento sobre el eje Y, lo sube a todo y ahi puede cruzar.

A,. (mira los graficos en su carpeta y los otros de la hoja de la mesa que hicieron en el
grupo) Ahh, claro, sube o baja con b, asi se va para arriba o para abajo...pero... éino es
k donde cruza al eje Y?

Anticipamos una vez mas la exploracion con valores pero mantenfamos como interrogante
si, a esta altura del trabajo los alumnos ya podrian desarrollar su exploracién con alguna
sistematicidad o se mantendria azarosa. Los casos a considerar, siendo dos las posibilidades
para cada parametro, eran ocho. Apoyados en esto decidimos proponer un nimero menor

de graficos de modo que no existiera la posibilidad de trabajar descartando casos.

0.3 Sintesis del Capitulo

Como hemos senalado al comienzo de este capitulo los primeros problemas
contextualizados promueven la entrada del modelo exponencial como aquel que describe
situaciones de crecimiento y decrecimiento de distintas variables a  partir del
comportamiento  f(x+1)=a- f(x). Estas situaciones problematicas, se espetraba,

., . . : s 134
servirfan de disparador de fundamentaciones de procesos de resolucién de problemas ™.

Distinguimos una serie de recursos utilizados por los alumnos en esta fase del trabajo tales
como: identificacién del problema a resolver que en todos los casos se aproximaba a dar
cuenta de la evolucioén de alguna variable, exploracion con datos y ejemplos, produccion de
una conjetura'”, puesta a prueba de la conjetura, busqueda de una fundamentacién de
dicha conjetura-afirmacion, rechazo o confirmacién de la conjetura, En el caso de rechazo
produccién de una conjetura alternativa y en el caso de confirmacién produccién de una

proposicién fundamentada. Estas fases de trabajo aun siendo desplegadas a propésito de

134 . L . .
Mencionamos en el Marco Tedrico que concebimos las fundamentaciones en dos planos: el desarrollado

para dar cuenta de procesos de resolucién de problemas y el que se organiza para la validacién de conjeturas.
135 Tas conjeturas que se producen durante la resolucién de problemas contextualizados se refieren a aspectos
parciales del problema a resolver, por ejemplo, “las areas se van duplicando”, “los piojos aumentan en forma

”

proporcional”, “la fé6rmula que describe la luminosidad es .....”, etc.
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un trabajo contextualizado tienen, sin embargo, una importante afinidad con la actividad
que despliega el matematico tal y como lo describe George Polya (citado en De Villiers,

1993: 18)

“...una vez verificado el teorema en varios casos particulares, conseguimos reunir
suficiente evidencia inductiva. Esta fase inductiva sobrepasé nuestra sospecha
inicial y nos dio una fuerte confianza en el teorema. Sin tal confianza,
dificilmente podriamos encontrar el valor necesario para llevar a cabo la
demostracion, que no es, ni con mucho, un trabajo rutinario. Cuando uno se

convence de que el teorema es verdadero, se puede empezar a demostrarlo”

Las fundamentaciones observadas durante esta fase fueron contextualizadas, en algunos
casos de afirmaciones pero en la mayoria de ellos fueron explicaciones de procedimientos,
de producciéon de férmulas, de interpretaciones de lectura en graficos, las
fundamentaciones emergieron para dar cuenta de la posicion de cada grupo o de cada
alumno ante una modalidad de trabajo que convoca a sostener las ideas propias con
razones. Los momentos de puesta en comun han sido necesarios para este fin. También los
enunciados comandaron esta necesidad por su calidad de enunciados abiertos y porque no
prescribian las respuestas. Adicionalmente las docentes mediante devoluciones adecuadas
sentenciaron la necesidad de producir explicaciones. Por su parte los alumnos fueron
produciendo explicaciones como respuesta a la demanda de toda esta situacion. Nuestra
observacion no nos permite asegurar esta afirmacion con evidencia empirica pero creemos
que en esta fase del trabajo los alumnos no se demandan unos a otros fundamentaciones.
Esto comenz6 a surgir recién promediando la segunda fase. Del mismo modo no se
percibié en los alumnos elementos de control que les permitieran aceptar algunas
explicaciones y rechazar otras.

En todos los cursos observamos que el pasaje de los problemas con contexto a los
problemas descontextualizados tuvo repercusiones en la motivaciéon de los alumnos. La
noticia de volver a trabajar en un escenatio netamente matematico no fue bienvenida. No
obstante al cabo de un par de problemas los alumnos convocados a explorar, discutir,
hipotetizar, debatir, etc. , recuperaron en gran parte el interés inicial. Entendemos que estas
actividades fueron el verdadero continuo de toda la secuencia y su presencia en los
problemas descontextualizados dio impulso a esta segunda fase. Nos sorprendié la
uniformidad de ambos tipos de respuestas (una caida en el interés ante el cambio de
contexto y una recuperaciéon del mismo a partir de los problemas 3 a 5 segin los grupos) en

grupos de alumnos que no eran necesariamente idénticos ni similares.
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En el conjunto de problemas descontextualizados hay una presencia “potencial” de la
teorfa sobre la funcién exponencial. Ia actividad completa incluye: el reconocimiento de las
posibles graficas de la familia exponencial identificando para ello el dominio de la funcién,
la imagen y el rango de valores que los parametros pueden asumir; los efectos de la
variaciéon de los parametros sobre la funcién en términos de su grafica, su dominio, su
imagen, su crecimiento o decrecimiento; la conexién y o relacién posible entre la familia
que parte de base mayor a uno y la que parte de base menor a uno; el efecto de los
corrimientos verticales; el didlogo entre los aspectos graficos y los algebraicos, esto es los

dialogos entre los distintos marcos conceptuales de representacion.

Hemos dicho sin embargo que la presencia de la teorfa es “potencial”’. Queremos decir con
esto que si bien los problemas alojan la posibilidad de desplegar todo este contenido
teérico la posibilidad de que esto efectivamente ocurra esta en manos de la comunidad
matematica clase y aqui es ineludible la presencia conjunta del docente y los alumnos
convocados a una tarea de construccion de la teorfa. A lo largo de esta construccion las
fundamentaciones son un producto esperado, necesario para sostener las certidumbres

localmente alcanzadas y para avanzar en nuevas conjeturas que permitan desplegar la teorfa.

Es por ello que en los proximos capitulos pondremos en primer plano la gestion docente
de este conjunto de problemas. Alli, retomando la intencionalidad docente constituida en el
espacio Taller y esta produccién con todos sus “posibles”, nos ocuparemos del rol del

docente en la emergencia de la fundamentacion.
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7. EL. ROL DEL DOCENTE EN LA )
EMERGENCIA DE LA FUNDAMENTACION.
MICRO ANALISIS

7.1 INTRODUCCION

Como ya hemos sefialado, nuestra unidad de analisis es la clase. En ella propondremos
realizar dos niveles de analisis tomando como fuente para ambos los didlogos que
mantienen docentes y alumnos. Estos dos niveles de analisis seran desarrollados en los
Capitulos 7 y 8 respectivamente. A partit de los didlogos sostenidos entre docente y
alumnos intentaremos comprender cémo el docente interactia con sus alumnos e

interviene en clase para propiciar la emergencia de la fundamentacion.

Como veremos en el analisis de este capitulo y del préximo, lograr que los alumnos asuman
la tarea de fundamentar como parte de su trabajo matematico, organizar un escenario en el
que argumentos, justificaciones, interrogaciones, puestas en duda, confrontaciones sean
parte sustancial de los intercambios en la clase, supone un docente muy comprometido con
esa intencién, intencién que ira comunicando a sus alumnos a través del conjunto de su
accionar y no sélo cuando explicitamente convoca a la produccion de una fundamentacion.
La idea de contrato didactico resulta fértil para analizar esta cuestién porque justamente da
cuenta de la intencién que se transmite en el proceso de comunicacion mas alld del

contenido de las sentencias que se enuncian.

El primer nivel de andlisis, que sera presentado en este capitulo, identifica “pequefias
intervenciones” de las docentes durante didlogos que mantienen con los alumnos, que de
diferentes maneras:
* van comunicando y gestionando la puesta en acto de distintas funciones que
cumple la fundamentacién en la produccion de ideas matematicas,
® configuran un discurso coherente en el que estan presentes reconstrucciones o

ampliaciones de ideas,
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® jerarquizan las producciones de los estudiantes, habilitindolos y regulando la
asimetria que tiene con sus alumnos,

* promueven debates entre los estudiantes.

Para este nivel de analisis los datos relevantes son las expresiones, comentarios, sentencias,
intervenciones puntuales de las docente durante un dialogo y es por ello que lo llamaremos
micro analisis™’.

Luego, en el préoximo capitulo, presentaremos otro nivel de analisis que tomara como
unidad dialogos entre docentes y alumnos (un grupo o toda la clase) Estas unidades se
dividiran para su analisis cuando sea necesario en episodios. Cada episodio dara cuenta de
una intencién especifica del docente, dentro del vasto universo de acciones que configuran
un escenario de fundamentacién. Recorriendo el o los episodios de un didlogo
identificaremos en la interaccién docente-alumnos las operaciones que las docentes realizan
en torno a: la interpretacién de las producciones de sus alumnos, la promocién de
confrontaciones'”’, colaboraciones y reelaboraciones respecto de sus producciones, la
puesta en escena de operaciones de metacognicién para analizar la génesis de las
producciones en busca de poner en evidencia los elementos de una fundamentacion, etc.

Este constituita el mezzo analisis.

Las distintas clases - donde se desarrolld la propuesta analizada en el Capitulo 6 - seran el
material para realizar estos dos niveles de analisis. Como ya hemos explicado en el capitulo
metodolégico, hemos elegido uno de los cinco cursos observados para estudiar la gestion

docente.

7.2 MICRO ANALISIS

Nuestro trabajo nos ha permitido establecer una relacién de ida y vuelta entre la posibilidad
de que la comunidad clase funcione como un todo y la circulacién de saberes construidos

por sus integrantes. Para que esta circulacion sea posible el docente tiene que promover

" Estamos presentando una sintesis de los conceptos que con mayor detalle hemos desarrollado en el
capitulo metodoldgico sobre micro y mezzo analisis.

137 En algunos casos, como en éste que mencionamos, retomamos cuestiones ya analizadas mediante el
micro-analisis a partir del mezzo analisis pues se pueden hallar nuevas respuestas. En otro casos las cuestiones
que abordamos en el mezzo-anilisis son nuevas.
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que todos los estudiantes se escuchen y que la produccién de uno cualquiera de ellos sea
tomada y considerada por el resto. En otros términos el docente se constituye en un gestor
de las ideas que se elaboran en la clase.

Surgen entonces varias cuestiones que no esperamos responder puntualmente sino que
constituyen para nosotros un marco para analizar la problematica de la fundamentacién:
¢céHmo se comunica a todos el pensamiento de unor ¢Cémo interviene el docente para
sefialar que una explicacién es (o no) incompleta? sSuficiente? ¢Errénear? ¢Distinta de otras?
¢Puede esperar esto de los propios alumnos en su condicién de pares? ;Puede tener
organizadas distintas estrategias - elaboradas en su preparaciéon de la clase - y apelar a
intervenir unicamente cuando otros alumnos no lo hacen? ¢Puede poner a los alumnos en
dialogo?, ¢Resulta conveniente triangular todas las intervenciones como si fuera el docente
un pivote - moderador? ¢Es necesario - en su lugar de docente- comandar todas las
explicaciones de sus alumnos? ¢Hs preciso reelaborar junto a ellos las explicaciones
producidas o éstas debieran quedar como los alumnos las han logrado? ¢Es deseable que
convoque a sus alumnos de algin modo especifico al trabajo de fundamentar o es
preferible dejar que los enunciados de los problemas operen solos? Estas preguntas ponen
en evidencia todas las decisiones que estan involucradas en la gestién del docente en este

tipo de propuesta de trabajo con sus alumnos.

El analisis micro que proponemos permite distinguir intervenciones del docente, que
hemos recortado como observables a partir del estudio de los didlogos, en algunas
circunstancias en calidad de respuesta a preguntas o formulaciones de los alumnos, en otros
casos siendo el docente el que toma la iniciativa con su intervencién. Hemos dado cuenta
en los dos capitulos anteriores de las caracteristicas que adopté el andlisis previo de los
problemas como asi también de aquellas cuestiones generales que se delinearon en el
espacio Taller.

En los didlogos que vamos a presentar vemos a las intervenciones docentes como una
forma en la que ellos operacionalizaron la intencionalidad construida en el Taller.
Queremos subrayar que estas intervenciones no podrian interpretarse como una
reproduccién de un repertorio de posibles respuestas o expresiones entregadas a modo de
libreto en dicho espacio'™. Pretendemos distinguir asf la intencionalidad problematizada

durante el Taller de la operacionalizacién producida por las docentes durante la gestion de

138 o .~ . . . . i

Sefialamos dos cuesiones. Por un lado, la idea de libreto justamente da cuenta de un texto que no esta en
interaccion y en ese sentido se contrapone a la de didlogo. Por el otro, la propia extensién de un libreto de
tales caracteristicas para el importante volumen del material disefiado lo hace inviable.
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clase. Remitimos al lector al capitulo del Taller pues él da cuenta de la modalidad de trabajo

clegida.

Estas intervenciones docentes, producto de una intencién, promueven a su vez una forma
del aprendizaje en la clase de matematica a partir de: el significado o sentido que pueden
transmitir respecto del objeto de ensefianza y del contexto que generan para su aprendizaje.

Intentaremos dar cuenta de estos sentidos que el docente comunica a sus alumnos en acto.

Encontramos un primer conjunto de intervenciones que marcan —esto es, seflalan de
manera mas o menos explicita - que la fundamentacién puede tener una funcién
especifica'”. Una situacion clasica es aquella en la cual el docente pide que el alumno
explicite en qué se esta apoyando para sostener sus afirmaciones. En este caso el docente
esta apelando a la fundamentacién como una forma de validar la posicién del alumno.
Veremos que hay otras funciones con las que el docente exhibira o demandara

fundamentaciones. Este andlisis se desatrolla en el punto 7.3 de este capitulo.

Sefialaremos otro conjunto de intervenciones docentes (que presentaremos en segundo
lugar) que, entendemos, generan condiciones de contexto para propiciar este trabajo. En
estas intervenciones la docente, por ejemplo, habilita la palabra de un alumno, sostiene el
estatuto de productor de ideas del colectivo “clase” o reconstruye las producciones de los
alumnos con el objetivo de plantear nuevas cuestiones a tratar. Este analisis constituye el

punto 7.4 del capitulo.

Creemos que la descripcion y el analisis que proponemos da cuenta de la complejidad del
trabajo del docente y desalienta cualquier pretensién de algoritmizarlo suponiendo que

puede recorrerse en {tems y reproducirse en secuencias.

3 . . .
139 Recordemos que, tal como hemos relatado en el Capitulo 2, algunos autores han estudiado las distintas

funciones que puede tener la demostracion planteando que estas distintas funciones pueden ser utilizados
para la enseflanza de la misma. En tal sentido Hanna y De Villers mencionan que la demostracién puede
tener como fin encontrar las razones que convierten a una conjetura en afirmacién y como tal sirve para
acercar el por qué de los hechos, mientras que otras demostraciones sirven para ordenar un conjunto de
saberes o enunciados, o para dar cuenta de la veracidad de una afirmacién sin mostrar las razones (esto tltimo
ocurte con frecuencia en el caso de las demostraciones por el absurdo).
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7.3 Funciones y Sentidos Asignables A L.a Fundamentacion

Hemos mencionado en el Marco tedrico que la TS destaca, en la construccion de un saber,
la necesidad de considerar los sentidos que el sujeto que aprende puede elaborar en relacién
con dicho saber. Tomando esa referencia nos propusimos abordar los sentidos que los
docentes puedan comunicar a sus alumnos con relacién a la produccién de
fundamentaciones en clase, anticipando que algunos serfan seguramente compartidos con
la demostracion y la prueba de Balacheff, tales como los de explicar, comprender y validar
en tanto que otros —probablemente- emerjerfan de esta investigacién. Presentaremos a

continuacién nuestros resultados.

7.3.1 LA FUNDAMENTACION sosteniendo la construcciéon-

desarrollo de las ideas.

En algunas situaciones de clase el docente promueve explicaciones por parte de sus
alumnos como una forma de desarrollar aquello que estan imaginando o en condiciones de
pensar. La fundamentaciéon aparece como un instrumento (en tanto herramienta de
produccién o de pensamiento) para el desarrollo de  ideas, conjeturas, “de lo posible”* .
El docente privilegia la construccion de cadenas deductivas apoyandose en hipdtesis que,
marcadas y seflaladas, son tomadas como punto de partida para la construccién de ideas

dejandose en suspenso el andlisis sobre el valor de verdad de dichas hipétesis. Para dar un

ejemplo el docente puede decirle a sus alumnos “y si fuera cierto que el crecimiento o
dectrecimiento de la familia de funciones f(x)=k-a" s6lo depende del parimetro a ¢qué

podriamos observar sobre las caracteristicas de k a partir de alli?” o también “y

suponiendo que fuera cierto que la ordenada al origen en la familia de funciones

140 Takatos ( 1976: 26,58, 90-95) realiza una distincién entre los enunciados que anteceden a las pruebas de
aquellos enunciados que emergen como el resultado de la produccién de una prueba. En su andlisis de los
procesos de produccién de conjeturas, pruebas y refutaciones da el nombre de conjetura ingenua a aquella
que se produce a partir de la observacién de una regularidad en un nimero de casos especificos. Durante su
obra el Maestro y los alumnos discuten sobre la posibilidad o no de considerar a este modo de razonar como
un razonamiento inductivo o induccién. Luego menciona la conjetura deductiva y la define como el proceso
de encadenar afirmaciones en forma deductiva hasta llegar a un resultado. Queremos distinguir estas
situaciones de la que estamos aqui proponiendo para la fundamentacién ya que nos estamos centrando en la
toma de algunas afirmaciones que los alumnos realizan (y que en términos de los alumnos son hechos) por
parte del docente como puntos de partida para organizar cadenas deductivas pero de los que no se conoce su
valor de verdad.
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f(x)=k-a" esta marcada por el valor de k :qué podriamos observar sobre las imagenes

a partir de all{?”

Distinguimos en estas situaciones: proyecto, intenciéon y desarrollo. En alguna medida el
docente le comunica al alumno que aquello que dice tiene consecuencias. la
fundamentacién, en este caso como proceso o actividad, sirve para llegar a  una
construccién de una afirmacién que todavia no conocemos, el acto de fundamentar
antecede a la proposicion. Cuando el proceso de fundamentar haya finalizado habra una
afirmacién y una fundamentacién para esa afirmaciéon (en la medida que se pueda

confirmar el valor de verdad de la hipétesis utilizada).

7.3.2 LA FUNDAMENTACION como sostén de la verdad.

En estas intervenciones vemos que el docente solicita o demanda al alumno una
justificacion de aquello que esta sosteniendo. La fundamentaciéon cumple entonces la
funcién de clarificar las razones del valor de verdad de un enunciado y es por ello que
aporta un valor explicativo en el sentido en que lo plantea Hanna, tal como lo hemos
resefiado en el capitulo 2 y lo hemos incluido en nuestro marco tedrico. El docente
requiere explicaciones para asegurar el valor de verdad de lo que algin integrante de la
comunidad aula esta sosteniendo. Sefala de este modo dos cuestiones, la primera es que
algunas afirmaciones matematicas no son verdades evidentes, al menos para esta
comunidad clase, en segundo lugar y en consecuencia, que deben mostrarse sus razones. El
docente promueve, de este modo, que los alumnos pongan en juego el valor epistémico'
que para cada alumno tienen las afirmaciones que se elaboran en clase y entrega a los

alumnos la responsabilidad de su desarrollo y sostén.

En esta construccion discursiva los tiempos se han invertido respecto del anterior, ya que la
afirmacion, la nocién de un hecho ya fue enunciado en la clase y la fundamentacién “a
construir” proveera el sostén al mostrar las razones para confirmar su veracidad. Es el caso
en el que un docente le puede decir a un alumno o a toda la comunidad clase: “me dicen
que la nueva figura tiene todos los lados iguales y ¢en qué se apoyan para realizar esa

afirmacion?”

141 El valor epistémico ha sido desarrollado en el Marco Tebrico.
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7.3.3 LA FUNDAMENTACION como sistematizacion del

conocimiento producido o evocado.

En algunos momentos del dialogo el docente reelabora frente a sus alumnos una sucesién
de afirmaciones, muchas veces en cadenas deductivas reorganizando la produccién de uno
o varios alumnos. En estas situaciones la fundamentacién elaborada por el docente
mediante la reconstrucciéon de ideas producidas por los alumnos tiene como proposito
comunicar a la comunidad clase el estado del conocimiento alcanzado. En este escenario el
docente institucionaliza un determinado estado del conocimiento en términos de Hersant y
Perrin-Glorian  (2005).  No obstante, veremos mas adelante - como otra de las
intervenciones destacadas - que el docente realiza otro tipo de reconstrucciones con otros
propositos. Recuperamos esta reconstruccion especifica en tanto mediante ella se produce

una fundamentacién que sistematiza parte del conocimiento producido por la clase.

Veamos algunos didlogos de clase que ilustran la forma en la que el docente sefiala estas

funciones que hemos descripto hasta aqui.

Dialogo 7.1. Docente-clase. Construccion del nuevo poligono del problema 1y
discusion sobre su calidad de “cuadrado”.

1.-Doc. A ver, necesito que me ayuden. Cuidado Agustin, que el otro dia me salvaste.
En este cuadrado (que acaba de dibujar) marco las diagonales, mi construccion es asi:
yo voy a tomar una paralela a esta diagonal que pase por los vértices que no estan en
esa diagonal, ¢ven? Ahi. Lo mismo con la otra. Me tienen que ayudar a decidir qué es
esta figura.

(La profesora realiza este dibujo en tres etapas)

Primero Segundo
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Tercero

2.—Ay. Es un cuadrado.

3.—A;. Es un rombo

4.-Ay. Es un cuadrado pero con otra posicion.

5.-Doc. Pero a ver, ¢es un cuadrado? ¢{Por qué es un cuadrado? (a)

6.-Ag. Es un cuadrado dado vuelta. Todos los lados son iguales.

7.-Doc. ¢Y como saben que todos los lados son iguales? (b)

8.—As. Porque las diagonales son iguales.

9.-Doc. éQué diagonales?

10.—As. Si trazas las diagonales de la nueva figura van a pasar por el mismo centro.
11.-Doc. Ah. Ella dice que si trazo las diagonales de la nueva figura van a pasar por el
mismo punto que las diagonales del cuadrado original. ¢ Y vos como sabés eso? (c)
12.-As. Eh... no sé (risas).

13.— Doc. Bueno, esperen, vamos a reconstruir, vamos a escucharnos. Ustedes dicen
que esa nueva figura es un cuadrado y entonces Agustin dice que es porque tienen los
lados iguales. (i)

[interviene una alumna, Noelia, a la que no se escucha con claridad en el audio, pero la
docente reproduce lo que Noelia dice para toda la clase]

14.- Doc. Ella dice que los lados del cuadrado original van a ser hipotenusa de esos
nuevos tridngulos que son rectangulos. Ella afirma que estos triangulos son rectangulos
y que esta es la hipotenusa. Y en el caso en que esa sea la hipotenusa y que esos
triangulos sean rectangulos, ¢qué me ayuda a ver? (1)

15.-A(Noelia). Que los lados son iguales.

16.- Doc. Es decir que si dos triangulos rectangulos tienen la misma hipotenusa ¢son
iguales?

17.-A(Noelia). No... Entonces no es un cuadrado.

18.-A;(Marianela). iEs un cuadrado profe, el lado del cuadrado que se formo tiene el
mismo largo que las diagonales del cuadrado original!

19.- Doc. iMomento que acda hay otra cosa! Marianela dice que ella apoya la decisién de
Agustin en esto. Ella dice que este lado de acé es igual a la diagonal del cuadrado
original, que esté ac4, y que este otro lado es igual a la otra diagonal. {Entonces? ¢{C6mo
seguimos ahora? (2)

20.-A(Marianela). Las diagonales del cuadrado son iguales, entonces los lados nuevos
son iguales.

21.-A;. Y tienen angulos rectos.

22.-Doc. ¢Y como sabemos que tienen angulos rectos? (d) A ver, reconstruyamos esta
variacion. Ella dice que este lado es igual a esta diagonal. Ustedes ¢estan de acuerdo
con esto? ¢por qué son iguales? (e)

23.-A;. Porque son paralelas.

24.- Doc. ¢Y eso alcanza?

25.-Al. No, pero esas también son paralelas.

26.-Doc. Ah, entonces hay una faja de paralelas aca y otra faja aca. ¢Y qué forma esta
figura?

27.-Al. Un rectangulo.
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28.-Doc. Bueno,

29.-A2. O un cuadrado.

30.-Doc. Si yo tengo una faja de paralelas acd y otra aca ¢siempre se forma un
rectangulo? Organicémonos porque estamos dando distintas variaciones y son todas
buenas.

31.-A2. Porque son perpendiculares

32.-Doc. Ah, ¢y cémo saben que son perpendiculares? (f)

[muchos alumnos hablan juntos]

33.-Doc. Al principio yo les pregunté si esta figura era un cuadrado. Ella dice este lado
es igual a éste, yo estoy tratando de ver por qué son iguales. Yanina me dijo que son
iguales porque acé hay dos fajas de paralelas. Yo les pregunto ahora, si no tuvieran esto
asi, si no vieran esta figura y yo les digo: si tengo dos fajas de paralelas ¢qué figura
forma? Es un cuadrilatero pero ¢{qué cuadrilatero? (3)

34.-A (Yanina). Un cuadrado.

35.-A2. Un rectangulo.

36.—A(Bruno). Un cuadrilatero cualquiera, si son perpendiculares exactas va a dar un
rectangulo.

37.-Doc. Si, eso es verdad. Bruno estd diciendo que si estas diagonales son
perpendiculares entonces aca también se van a cortar perpendicularmente y va a ser
un rectangulo. Y ¢qué pasa con los lados opuestos del rectangulo?

38.-A2. Van a ser iguales.

Recortamos este didlogo entre docente y alumnos que en su versién completa todavia
continia hasta acordar en forma conjunta las razones por las cuales ese nuevo poligono es
un cuadrado. Durante el intercambio han surgido varias intervenciones de los alumnos para
la produccién de las razones por las cuales el poligono era un cuadrado. Aunque para un
observador externo a este proceso de produccion y tal vez centrado en la elaboracion de un
texto “limpio” en el que todas las sentencias intervienen en la argumentacion los aportes de
los alumnos no fueron todos directamente utiles, la docente dio oportunidad para que
todas las intervenciones afloraran y se desarrollaran - sin sancionar su pertinencia — sino
que, por el contrario, fue convocando a que los alumnos continuaran con sus exposiciones
o las profundizaran hasta que surgiera del mismo grupo alguna explicacién superadora de la
que se analizaba. Retomaremos esta cuestiéon cuando mencionemos otras caracteristicas de

las intervenciones docentes.

Hemos resaltado (negrita) y enumerado (1,2,3) un primer grupo de intervenciones. En cada
una de ellas la docente invita a los alumnos a continuar desarrollando una idea a partir de
un supuesto. En el primer caso el supuesto ha sido propuesto por una alumna que ha visto

., / : : 142
en la nueva figura cuatro triangulos rectaingulos con la misma hipotenusa . La docente

142 . . ~ .
Los triangulos que menciona la alumna se sefialan en negrita.

217



toma este supuesto de la alumna, se lo devuelve a toda la clase y entra en un juego de
razonamiento hipotético preguntando qué es lo que este supuesto le permite deducir. Para
ello en primer lugar sefiala cuales fueron las dos afirmaciones de la alumna, arma con ella
una sentencia y luego marca con el condicional la calidad de hipétesis de esas afirmaciones.
Esta operacion esta dirigida tanto para la alumna como para el colectivo “comunidad-aula”.
En el segundo caso toma la observacién de otra alumna, quien ha visto que los lados del
nuevo poligono tienen la misma longitud de las diagonales del cuadrado inicial y por lo
tanto son iguales. No se concluye directamente de la construccién que los lados del nuevo
poligono tengan la misma longitud que las diagonales ya que se realiz6 una construccion de
traslado de paralelas. Sin embargo la docente omite momentaneamente esta situacion,
mantiene el supuesto y pide a los alumnos que propongan continuar con el desarrollo de la
idea a partir de este supuesto (luego retomara el pedido de justificacién de dicha hipétesis.
Esto muestra ademds que este trabajo no tiene un recorrido lineal).

En la tercera intervencién es la propia docente quien propone, tomando una observacién
de un alumno, suponer que se tiene un cuadrilatero formado por pares de lados paralelos e
inquiere a sus alumnos a partir de ese supuesto a decidir qué se podria decir del cuadrilatero

as{ formado.

Con estas intervenciones la docente esta sefialando:

a.- una forma de trabajo -que constituye el corazén del trabajo matematico - donde la
hipotetizacién de una idea permite avanzar sobre el conocimiento de la figura.

b.- la existencia y disponibilidad de una estructura -supuesto-deduccién- que los alumnos

estan utilizando, aunque tal vez no conscientemente, en sus argumentos.

Creemos que en estas intervenciones la docente esta comunicando en acto una
forma que puede asumir la fundamentacion y también una funcién posible: la de

contribuir a la produccion de “ideas - sostén del trabajo” .

Las hipotenusas de los cuatro tridngulos son los lados del cuadrado original en
tanto que sus catetos estan formados por parte (la mitad) de los lados del nuevo
cuadrilatero.
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Los supuestos son provisorios y utilizados tanto por la docente como por los alumnos para
continuar la construccion de una fundamentacién que permita validar que la figura
construida es efectivamente un cuadrado. En el proceso los alumnos van elaborando un
conjunto de explicaciones locales que les permiten desarrollar sus ideas. Hay una
retroalimentacién entre la observacién de la figura construida en pizarrén, las
explicitaciones de la docente y la construcciéon de explicaciones lo que alimenta nuevas
observaciones e ideas. La docente va sosteniendo todo el proceso. Los alumnos estan
activamente involucrados (esto ultimo no puede inferirse de la transcripcion sino de los
tonos de voces y de la dindmica que tiene la clase que se registra en el audio y también a
partir de la observacién de la clase). Hay, en definitiva, un énfasis puesto en la produccién

de argumentos que se ubica por encima de la produccién de enunciados verdaderos.

Hemos resaltado también otras intervenciones de la docente (en negrita) y las hemos
indexado (a,b,c,d,e,f). Estas intervenciones, sucintas, todas preguntas cortas y puntuales de
la docente, vienen precedidas en algunos casos de una reconstruccion de los comentarios
precedentes de los alumnos y se ve en todas ellas una demanda de la docente por ahondar
en explicaciones-fundamentaciones que les permitan a los alumnos sostener el valor de
verdad de las afirmaciones que estan realizando (¢por qué es un cuadrado?, ¢y como saben
que todos los lados son iguales?, y vos ¢como sabés eso?, ¢y como saben que tienen

<

angulos rectos?, “a ver reconstruyamos esta variacion. Ella dice que este lado es igual a esta

diagonal ¢por qué son iguales?”).

De esta forma la docente sefala que aquello que estin observando en el pizarrén y
afirmando: que los lados son iguales, que las nuevas diagonales son perpendiculares
(independientemente de que estén o no dibujadas), que los dngulos son rectos, debe ser
fundamentado a partir de las caracteristicas de la propia construccién o mediante
propiedades conocidas por los alumnos. Lo visual no alcanza. Los impulsa asi a pasar de la
observacion a la fundamentaciéon. No se trata de relatar lo que se ve sino de construir un
repertorio de ideas organizadas en cadenas deductivas, que desemboquen en aquella idea

que necesitamos asumir y aceptar como verdadera.
Los alumnos, por su parte, aceptan la necesidad de justificar sus afirmaciones mas alld de

que la imagen del pizarrén los avale, esto nos indica que en este grupo de alumnos algunas

cuestiones referidas a las caracteristicas de la producciéon de explicaciones matematicas ya
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estan instaladas y aceptadas como normas para esta comunidad aula. No obstante sus
primeras afirmaciones se apoyan en lo que estin viendo (por ejemplo A, entiende que
“diagonales iguales” es una condicién necesaria para que el cuadrilatero sea un cuadrado
aun cuando no justifica por qué son iguales) La docente es quien acepta o no las relaciones

que se presentan.

En este conjunto de intervenciones la docente esta comunicando a sus alumnos
que la fundamentacion tiene como sentido o funcion la de sostener el valor de
verdad de sus afirmaciones operando de este modo sobre el valor epistémico de las

proposiciones que se ponen en juego.

En tercer lugar marcamos una intervencién, la (i), donde la docente comunica a los
alumnos que realizara una reconstruccion de lo dicho hasta alli. Convoca a detenerse y
reflexionar sobre lo dicho hasta el momento. La reconstruccion no toma todas las
expresiones que los alumnos han realizado hasta entonces (se habifan mencionado las
diagonales pero esto no fue retomado). La docente elige qué sentencias recordar y cémo
enlazarlas. La operacion de reconstruccion sitve para recortar y afirmarse en algunas ideas
que se han producido hasta alli y sitve a su vez para que la comunidad aula se apoye en
ellas para continuar con el objetivo de mostrar de manera fundamentada que esa nueva
figura es un cuadrado. La reconstruccion toma la forma de una fundamentacion y
sistematiza un conocimiento producido. Es verdad que los alumnos no han justificado
aun por qué los lados son iguales, es cierto también que el didlogo apenas ha comenzado.

En los préximos dialogos continuamos ilustrando estas funciones.

Dialogo 7.11. Docente y grupo de alumnos. Problema de la Laguna.

Este didlogo se produce entre un grupo de alumnos que esta trabajando el problema de la
luminosidad en grupo y la docente en la fase de trabajo grupal. Los alumnos han armado la
tabla con la luminosidad en los primeros metros y estan ahora calculando la luminosidad a
medio metro. La docente observa que han utilizado la hipétesis de proporcionalidad para
medio metro, tal como habiamos previsto y analizado en el Taller. Los alumnos convocan a

la profesora para confirmar su hipétesis.

Al;y. ¢Te hago una pregunta?
Doc. Si,
Al;. Si bajas medio metro descontas 10% porque bajaste la mitad de un metro, ¢no?
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Doc. Vos ¢pensas como ella? (la docente testea la posicién de su compaiiero)

Al,. Si

Doc. Bueno, vamos a razonar como ustedes estidn razonando pero con estos nimeros.
Acd bajaron un metro y acé bajaron dos metros. El porcentaje que aplican cuando bajan
un metro ¢es la mitad que el porcentaje que aplican cuando bajan dos? O mejor, cuando
bajan el doble descuentan el doble?

Al; y Al,. Ah no.

Doc. Porque écuanto seria descontar el doble?

Alj.el 40%.

Doc. Bueno, fijense que esa idea que ustedes tienen no se respeta entre uno y dos
metros.

La docente hace una reconstrucciéon de la hipétesis de proporcionalidad que los alumnos
estan consultando y que funcioné explicita o implicitamente en el grupo para decidir la
luminosidad a medio metro. A continuacién muestra a los alumnos que la aplicacién de un
argumento de proporcionalidad como el que quieren utilizar no se comprueba para otros
valores de la tabla que los alumnos han realizado a partir de los datos del problema. Se
desestima asf la explicaciéon de los alumnos en tanto se muestra, por contraste, que la
fundamentacion esta presente como sostén de la verdad. Vemos ademas aqui una apelacién
a la confrontacién y busqueda de consistencia de una idea con otras ya producidas, o de un
resultado con otros ya producidos. La docente muestra en acto que lo que se dice, el nuevo
conocimiento producido, no puede oponerse a lo que ya se ha aceptado. Habiamos
anticipado con las docentes en el taller que frente al uso de la proporcionalidad podrian
intervenir apoyandose en los valores ya establecidos. Entendemos que en esta intervencion
la docente funciona como una retroaccion (al estilo de las retroacciones del milieu) al
ofrecer evidencias que les permiten a los alumnos rechazar la relacion invertida. El caracter
de retroaccion estarfa dado por dos razones: porque los alumnos se han formulado de
manera explicita la pregunta por la validez de la relacién antes de usarla directamente lo
cual permite suponer que ellos -en términos de Balacheff- interactian con una sentencia y
su negacion (“si bajas medio metro, descontas 10%) vy porque el docente se apoya en
datos ya producidos -que forman parte del milieu del alumno- para analizar la validez de

dicha sentencia.
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Dialogo 7.III. Docente y clase. Puesta en comun sobre las formulas que surgieron

en el tratamiento de todos los problemas en contexto.

La profesora ha convocado a una puesta en comuin -durante un tiempo de 60 minutos-
donde cada grupo, mediante un representante, debe exponer ante toda la clase cuales
fueron los aspectos a destacar del conjunto de problemas con contexto analizados (una
actividad adicional que no esta tratada en el capitulo 6 sobre los problemas, ideada por la
propia docente). Luego de que cada grupo realiza su exposicion y las férmulas asociadas a
cada problema quedan escritas en el pizarrdén se inicia un nuevo intercambio entre la
docente y toda la clase con el objetivo de describir y comprender el papel de los parametros
en cada una de las férmulas. Para esto la docente continta utilizando los problemas como
medio para la interaccién y la busqueda de relaciones entre los datos de los enunciados y la

escritura de las formulas respectivas.

Doc. Les pido algo, en funcion de lo que tendran impreso luego déjenme cambiar estas

letras. Pongamos k X a®. Escuchen....ustedes tienen que ir cambiando esta expresion
por los pardmetros que vieron. Vamos a jugar un poquito.
Al. jqué divertido! (risas)
Doc . Y estos de aca ustedes me tienen que ir cambiando los pardmetros por los que les
parecen. Por ejemplo: situacion de los cuadrados que se dividian. Supongamos que
partimos de un cuadrado que el 4rea original valiera 10. ¢cual seria la formula
correspondiente?
Al di bre 4 al i [ly ]

. diez sobre 4 a la equis 4 1
Doc. ¢Diez sobre cuatro a la equis? O lo que es lo mismo...
Al. diez por un cuarto a la equis [10 x (1/4) *]
Doc. ¢Y si yo hubiera dividido en 8 partes al cuadradito original? ¢Qué pondria?
Al. 10 sobre 8 a la equis
Al o 10 por un octavo a la equis [10 x (1/8)]
Doc. ¢Si en la luminosidad me dijeran que cada metro baja el 30%?
(el clima que se produce durante este intercambio es de un gran silencio mientras la
profesora habla, los alumnos no contestan inmediatamente, hay una elaboracién previa,
no estan escribiendo en sus carpetas, pero se nota que cambi6 el ritmo de intercambios
orales que hay en otros donde los alumnos reflexionan sobre sus producciones)
Al. Cien por cero coma siete a la x [100x0,77].
Doc. ¢(Estan de acuerdo? ¢Si? Ah, bueno, Diganme ustedes ¢(qué condiciones tiene el
problema (se refiere al problema de la laguna) si la férmula es esta? (escribe en
pizarréon 75x0.88%)
Al. al principio 75 y cuando bajas, bajas 12%
Doc. ¢(Cada cuanto?
Al. cada uno, si no estaria dividida la equis
Doc. Ah! miré lo que dice ella, que aca es cada metro porque si no la equis tiene que ir
dividida.
Doc. ¢Qué pasaria aca si a mi me dicen que las bacterias tienen al principio 60 pero en
vez de aumentar me dicen que disminuye el 25%?
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Al. Sesenta por cero como setenta y cinco a la equis[60x0,75%].

Doc. Ahora me meto con los piojos. Inicialmente tengo 20 piojos pero en vez de
triplicarse se cuadruplica cada 5 dias.

Al 20 por 4 a la x sobre 5 [20x4*°].

Doc. Aja y ¢qué pasaria si yo cambio el intervalo en el que se triplica o cuadruplica? Por
ejemplo si yo dijera que se triplican cada 10 dias.

Al. a la equis sobre diez

Doc. Y ¢por qué tengo que poner dividido 10?

Rocio. Porque eso marca el paso.

Si bien en este conjunto de preguntas no se estd apelando a una fundamentacién sino a los
cambios que se operan en férmulas que ya fueron producidas por los alumnos, la apelacion
al condicional da cuenta de una entrada en un juego hipotético que tiene afinidad con la
mencién que hemos hecho antes sobre la fundamentacién como sostén para la produccion
de ideas. Los alumnos “juegan” convocados por la docente a cambiar escenarios e imaginar
cémo repercuten estos cambios en las producciones que ya realizaron. Esta produccién
anclada en el trabajo contextualizado servira de sostén para la etapa que luego se desarrolla
de andlisis y estudio de la funcién exponencial en la medida que dota de sentido
(variaciones de crecimiento o decrecimiento, unidades o periodos de tales cambios, etc.) a

los valores que asumen los parametros en la férmula exponencial.

La dltima pregunta tiene una reelaboracién, no se apoya inicialmente en un ejemplo sino
que surge con un cierto grado de generalidad pues en principio la docente no menciona
cual es el cambio puntual aunque inmediatamente da el ejemplo. No obstante Rocio
muestra que puede utilizar el ejemplo para explicar en forma general, convocada por la
profesora, - y en este sentido entendemos que hay una aporte a la construcciéon de
fundamentaciones - el rol que desempefia el divisor de la variable exponente
contextualizado en el problema de los piojos: “el paso aparece en la férmula como un

divisor del exponente”.

Hasta aqui hemos presentado estas tres caracteristicas de las intervenciones docentes
agrupadas, pues en todas ellas el docente marca una funcién especifica para la
fundamentacién que se estd pidiendo o construyendo. Este funcionamiento en clase y en
situacion de oralidad de la fundamentacion nos confirma en nuestra propuesta de proponer

a la fundamentacién como una transposicion didactica de la demostracion.
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En su trabajo del ano 1976, Bell habia estudiado y relevado tres funciones para la
demostracién: verificacién, iluminacién y sistematizaciéon. Posteriormente, en 1990, De
Villiers amplio esta propuesta, desde ya no exhaustiva como el mismo autor lo expresa, a
cinco funciones: verificacién, explicacién, sistematizacién, descubrimiento y
comunicacién'®.

Entendemos que en tanto estas funciones asignadas a la demostracién son dificilmente
factibles de elaborar en contextos de trabajo donde los alumnos sean los productores, la
fundamentacién da lugar a su puesta en escena en el aula y las funciones y sentidos que se
pueden transmitir de forma mds o menos explicita tienen una importante consistencia y

afinidad con aquellas de la demostracion.

Balacheff sostiene que la prueba tiene una connotacién social en tanto debe ser aceptada
por “otros” (ver Marco Tedrico sobre la Prueba). Nosotros hemos postulado que las
fundamentaciones son explicaciones que tienen por objetivo ser comunicadas a otros y
comprendidas por otros que en este caso constituyen la comunidad clase. De este modo
la fundamentaciéon vive en un espacio que trasciende al individuo. En lo que sigue
sefialaremos algunos tipos de intervenciones docentes ligadas al aspecto social de la

fundamentacion.

74 INTERVENCIONES DOCENTES EN EL
CONTEXTO DE LA FUNDAMENTACION

Como ya mencionamos antes, la producciéon de fundamentaciones se sostiene sobre las
nociones de los alumnos, se apoya en lo que ellos observan, se comunica a otros miembros
de la comunidad clase para su consideraciéon o para sostener posiciones. En todo el proceso
de produccién de estas explicaciones el docente sostiene el escenario de produccidn,
colabora acercando elementos de analisis, propicia la confrontacién siempre
autorregulando su asimetrfa. Seflalaremos aqui un conjunto de intervenciones que

identificamos en este proceso en algunos de estos aspectos.

143 Hemos presentado estos trabajo en el Marco Tebdrico, apartado 3.2.4
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7.4.1 Reconstruccion

Durante el didlogo con los alumnos en algunas ocasiones la docente realiza una
reconstrucciéon o amalgama del discurso motorizado por los estudiantes. Las
reconstrucciones podran ser locales, o globales teniendo en cuenta para las primeras que
la evocacion de producciones de los alumnos son aquellas que se dan dentro del didlogo en
cuestion, o, para las segundas que se retoman de didlogos anteriores. Se distinguen unas de
otras por su propésito. En las reconstrucciones locales la reconstrucciéon permite que el
alumno y/o la comunidad clase no pierda de vista su busqueda, su objetivo de trabajo y
tenga a su vez una nocion de toda la construccion producida hasta el momento.

En las reconstrucciones globales la docente ofrece a los alumnos nuevas formas de
examinar un conjunto de producciones lo que constituye a su vez una manera de
comprender una produccion, que tanto puede ser una fundamentaciéon como un proceso
de resolucion de una consigna. Dejaremos las reconstrucciones globales para el proximo

capitulo en el que realizamos un mezzo-analisis.

Notamos que tanto en unas como en otras, pero mucho mas en las reconstrucciones
locales que en las globales, la docente realiza una operacién discursiva al enfatizar quién es
el emisor del discurso “Bruno dice que”, Marianela piensa que, Rocio cree que, Kevin se
dio cuenta de lo siguiente.
Si bien estos casos de reconstruccién local y global se dan con mayor énfasis en los
. 144 y .
momentos de puesta en comun ', mostraremos un didlogo en el que la docente estd
realizando un intercambio con un grupo de alumnas que estd comenzando a trabajar en el

problema de los piojos.

Dialogo 7.IV. Docente-grupo de alumnas. El problema de los piojos.

1.-A;. Bueno y para ver la cantidad de dias dividi 10 por 5 y me da 2. Hago 3?2 = 9 luego
hago 180 dividido 9 y me da la cantidad de piojos: 20.

2.-Doc. ¢De qué dia?

3.— Aj. Del primero. Le pusieron 20 piojos al nene.

4.-Doc. (Y eso da 1?

5.- A;. Y 10 dias.

6.-A,. Para mi estd mal.

h Hay varios ejemplos de estas intervenciones en el dialogo 1 sobre la construccién del cuadrado. En la linea
10 de dicho dialogo la docente dice “ Ah. Ella dice que si trazo las diagonales de la nueva figura van a
pasar por el mismo punto que las diagonales del cuadrado original. ; y vos como sabés eso? (c) De esta
forma anticipa su pedido de justificacién ubicando a toda la clase en la afirmacién que quiere validar.
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7.-Doc. Contales lo que me contaste a mi primero. Porque ellas... Vos me dijiste que
inicialmente vos pensaste que tenia un piojo.

8.— A;. Yo dije, bueno no sabia cuantos habia, entonces dije, uno al menos tiene que
haber, entonces a los 5 dias hay 3 y a los 10 dias hay 9. Llegué asi, con un piojo me da
9; con 2 me da 18, y segui, me di cuenta que iba a tardar mucho en llegar a 180.

9.-Doc. (Se entiende lo que ella dice? Ella dice asi. Suponete que pongo 1 piojo, a los 5
dias tengo el triple, a los 10 el triple de nuevo. Entonces multiplico por 9. Si agrego otro
piojo arranco con 2 y multiplico por 9. Cada piojo que agrego me da 9 piojos a los 10
dias. Entonces vio que si dividia a 180 por 9 tendria los piojos iniciales. Ahora, estos 20
piojos es lo que hay inicialmente. (Y como hacés para ver los piojos a los 20 dias.?

10.- A,. Para los 20 dias hice 20%3*. Para saber el cuatro hice 20 dividido 5. Porque
para averiguar el 2 habia hecho 10/5. Creo que hay un poco de concordancia.

11.-Doc. ¢(Se entiende lo que esta haciendo?

12.- A,. Me perdi con el 3*.

13.-Doc. Eso te pregunta. (le traslada a la alumna A, la pregunta de su compafiera)

14.- A1.El 4 es por 20/5, es como que lo dividi con la cantidad de dias.

15.-Doc. Esta operacion de tomar el triple ¢cada cuanto tiempo la hacés?

16.— A;. Cada 5 dias.

17.-Doc. Ella dice que cuando pasa el 12 ciclo de 5 dias multiplica por 3, quiere contar la
cantidad de ciclos que necesita para triplicar.

18.— A;. Por eso hice 20/5 y me dio 4 y habia hecho 10/5 y habia tenido 2.

19.-Doc. ¢Se entiende?

20.— As. No

21.-Obs. ¢Hay 4 ciclos en 20 dias?

22.— As. No hay dos ciclos.

23.-Doc, dos ciclos ¢de cuantos dias?

24.— Ay, de 10.

25.-Doc. ¢Y de 5 dias?

26.— Ao. Hay cuatro

27.-Doc. Por eso, ella puso aca que triplica, triplica, triplica en cuatro ciclos. ¢Cuantos
ciclos pasaron en 5 dias?... Por eso, ¢{qué cuenta hago?

28.— Aj. 3! porque hay un solo ciclo.

29.-Doc. Aja. Y si fuera (en alusion a la pregunta) ¢(cuantos piojos habria pasados 30
dias?

30.- A, 20%3°

31.-Doc. Fijense que ella se propuso contar los piojos iniciales para hacer sus cuentas.

La docente interviene en este grupo de cuatro alumnas que estin en la fase de trabajo
grupal pidiéndole a una de ellas que le explique al resto como habia revertido el proceso
para pensar los piojos colocados en la cabeza del nifio. La alumna ensaya una explicacién
de lo que pensé y luego de que la docente observa que quedan alumnos sin comprender,
reconstruye la elaboracién de la alumna. Si bien agrega la expresion “se triplica” (que la
alumna nunca pronuncia) se ajusta a los pasos que la alumna ha dado, destacando que ella
(la alumna) comienza explorando con un valor de un piojo y que esto de todos modos le

permite ver el efecto de la multiplicacién por tres. La alumna va desde el inicio hacia
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delante en el tiempo y la docente se mantiene en esta propuesta'”. Ademas de esto y
aunque en la forma del didlogo puede quedar difuso, el proceso de razonamiento de la
alumna comienza con una afirmacién en calidad de hipdtesis: “supongamos que se le pone
un piojo (linea 8). Si ese es el caso entonces .....” y continda su razonamiento deductivo.
Llega a los 9 piojos a los 10 dias y sabiendo que en la cabeza del nifio habia muchos mas
ensaya con dos piojos al inicio. Nuevamente de la hipdtesis va organizando la deduccién y
la comparaciéon de ambos casos le permite ver por un lado que le faltan muchos casos para
terminar en 180 piojos continuando esta enumeraciéon de casos. No sabemos si se da
cuenta de lo que dice la profesora o si pasa a razonar desde atras hacia delante (si al pasar 5
dias se triplica entonces yendo hacia atras se divide por tres). En todo caso la profesora
realiza una reconstrucciéon (veremos mas adelante que en realidad resulta una ampliacién).
Parece haber un interés en la docente en hacer circular la exploracién hipotética: “si fuera
uno...(linea 9) ”.. Destacamos también la expresion de la alumna “creo que hay
concordancia” (linea 10) lo que da cuenta de una busqueda de control por parte de la
alumna de la consistencia de los datos. Notemos que esta operaciéon de reconstruccién
resignifica las intervenciones de los alumnos que “arman’ el argumento que se reconstruye.
Veamos un ejemplo. En la linea 17 la profesora reconstruye las razones por las que la
alumna hace 20/5. Un momento antes (linea 14) la alumna menciona las divisiones pero no
explica por qué las pensé; luego de la intervencion de la profesora (linea 17) la alumna

<

reafirma sus cuentas “enganchando” la intervencién de la profesora y dice: “por eso hice
20/5...”. Es decir la segunda vez justifica la operacién apoyada en la reconstruccion de la
docente. Se ve aca la funcién de amalgama de la que hablabamos antes.

En este didlogo desarrollado dentro de un grupo es claro que la reconstrucciéon docente
no tiene como fin que el alumno sea escuchado por toda la clase ya que sus compafieros
pueden oirla pues son pocos y estan cerca, no obstante que puedan oitla no significa que
puedan comprenderla y la docente vuelve a reconstruir la explicaciéon de la alumna para
que, en términos de Balacheff (1988) los alumnos que la escuchan “comprometan sus
concepciones”. Por otra parte, de este modo la docente estd también contribuyendo a una

cohesién entre los integrantes del grupo. La utilizacién de una produccién de otro, requiere

la comprension. Sin embargo la comprensiéon no garantiza el uso de las ideas del otro y esto

145 Al mismo tiempo otros grupos de alumnos estaban razonando con la inversion, esto es, si al avanzar 5 dias
se triplica entonces al retroceder se divide por 3. No ocurri6 esto en este grupo y la docente no lo trajo. Esta
es la caracteristica que queremos sefialar cuando hacemos hincapié en la idea de reconstruir la produccién de
cada alumno.
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tiene un significado de reconocimiento del otro en tanto productor intelectual, que no se
conforma de un dia para otro.

Por su parte en el grupo de alumnas hay un conjunto de actividades matematicas puestas en
juego: por un lado estan resolviendo el problema, por el otro estan elaborando
explicaciones pertinentes que, ademas, tienen que formularlas a sus compafieros de grupos
intentando ser comprendidos. La profesora al reconstruir las fundamentaciones sostiene el

estatuto productor de los alumnos.

Hemos marcado especificamente (en negrita) en este didlogo las intervenciones de la
docente que tienen como objeto reconstruir la explicaciéon de las alumnos. Veremos mas
adelante que también nos interesa caracterizar otras intervenciones que aparecen en este

dialogo pero lo dejaremos momentaneamente.

En el didlogo 7.1 sobre la construccion del cuadrado hay otros ejemplos de
reconstrucciones locales de la docente. L.a mayorfa anteceden a las intervenciones que
antes analizabamos. Entre las lineas 13 y 14 la docente enlaza varias intervenciones de sus
alumnos y con ellas reconstruye la primera afirmacién. “este es un cuadrado ya que tiene
todos los lados iguales. Vemos que los lados son iguales ya que los lados del cuadrado
original son las hipotenusas de los tridngulos rectingulos sefialados en el esquema y esto
hace que los lados de dichos tridngulos son iguales” Este enunciado es cuestionado por la
docente y prontamente abandonado. Sin embargo lo que queremos notar aca es que en esta
reconstrucciéon la docente amalgama participaciones de distintos alumnos. Los esta
convocando de este modo a trabajar en una misma direccién, en forma de colaboracion vy,

de este modo, también estd sosteniendo la cohesion de, en este caso, la “comunidad clase”.

En otras situaciones la reconstrucciéon docente puede tener la intenciéon de mostrar que las
ideas propuestas son disidentes unas con otras y as{ generar una confrontacién entre los
alumnos.

También la reconstrucciéon es la operacién discursiva por medio de la cual la docente
comunica a sus alumnos que la fundamentacion puede tener como funcién o sentido
sistematizar el conocimiento existente. En este caso la reconstruccién tendra como
producto una fundamentacién. En otros casos el resultado de una reconstruccién es un
punteo de posiciones, coincidente o contrapuestas, o también un punteo o enlace de

preguntas.
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En el siguiente ejemplo los alumnos han trabajado el problema de la luminosidad.
Teniendo en cuenta la fé6rmula a la que han llegado, la docente va a retomar la respuesta de
la luminosidad a medio metro y la va a confrontar con la que se obtendtia con el uso de la

férmula.

Dialogo 7.V. docente-clase. El problema de la laguna.

1.-Doc. El lo que te dice es esto, mird. Si vos estas en una profundidad cualquiera y en
esa profundidad vos sabés la luminosidad que tenés entonces le quitas el 20% te quedés
con el 80 y sabés la luminosidad al siguiente metro. Bueno yo ahora quiero discutir lo
que ella dice. Porque ustedes me dicen que no hay como comprobar, ni refutar, ni
discutir lo que ella dice (va hacia el pizarron, dice que va a hacer una tabla). Segtn
Florencia pierdo el 10% entonces me queda 90% si repito su teoria y bajo medio metro
mas pierdo otra vez el 10%, otra vez me quedo con 90, y bajé un metro y no me quedé
con el 80% del metro anterior. .....

[los alumnos contestan al mismo tiempo ]

2.-Doc. Ah, aca dicen que es un margen de error....

[alumnos que contestan algo]

3.-Doc. jAh! mira lo que dicen acé, para acé le contestan que ese error se arrastra y se
hace un error enorme.

4.-A,. E1 90% es aproximado.

[otro alumno interviene ]

5.-Doc. jAh, para! 89,4. A ver estamos planteando esto, él me dice, si yo hago la féormula
que ustedes me dijeron para 0,5 me da 89,4, es decir 100x0,8%5, y si hace lo que dice
Florencia le da 90. Ahora yo pregunto, esto que yo digo ¢sirve para refutar lo que dice
Florencia?

En esta clase un grupo de alumnos apoyaba la teoria del 10% pues la diferencia entre el
resultado de aplicar el 80% y dos pasos sucesivos del 10% en cada medio metro era muy
pequena (lo llamaban margen de error). La docente toma esta cuestion para analizar con
toda la clase y surge un grupo que argumenta que la acumulacién de errores se hara
insostenible en varios metros mas.

La docente podria haber provocado una confrontacién ya con estas dos posiciones, sin
embargo, ante el surgimiento de una nueva posicion contradictoria, ella reconstruye una
posicién y otra y le devuelve a la clase el problema de decidir si esa nueva posicién los
confronta (o no) con la explicacién que ha dado Florencia.

La docente deja caer el cuestionamiento de la acumulacién de errores ante la riqueza de
contrastar el uso de la férmula exponencial frente a la propuesta de prorratear

proporcionalmente los porcentajes.
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7.4.2 Ampliacion

Partiendo de una reconstruccién de las producciones y justificaciones de los alumnos
notamos que, en algunos casos la docente incorpora algunas cuestiones que no fueron
aportadas explicitamente por los propios alumnos. Si bien esta categorfa podria pensarse
como similar a la anterior, advertimos que surge una diferencia sustantiva cuando la
docente interviene proporcionando mas datos o hechos que los que han aportado los
alumnos, teniendo entonces que reinterpretar sus explicaciones. Vemos que en general en
las clases que hemos observado las ampliaciones portan el aval de los alumnos pues la
docente las realiza pidiendo conformidad por parte de los alumnos con aquello que él esta
agregando para as{ poder preservar el sentido de lo que el alumno ha dicho. Este pedido de
conformidad tiene repercusiones en el funcionamiento de la comunidad aula y la
entendemos como una forma en la que la docente regula su asimetria. Es por eso que en
esta conceptualizacién que hacemos de las intervenciones docentes lo consideramos parte
constitutiva: la ampliacién es tal en la medida que la docente tenga la conformidad de la
comunidad aula respecto de su aporte, son los alumnos en este caso los que confirman la
adecuacion del aporte docente. Estos acuerdos pueden ser mas o menos explicitos, en
algunos casos la propia continuaciéon de los alumnos en el didlogo entendemos que da
cuenta de una conformidad con el aporte de la docente en otros casos hay preguntas

especificas de las docentes.

Dialogo 7.VI. Puesta en comun. Sintesis de cada grupo sobre todos los problemas
en contexto.

Como ya describimos en el dialogo 7.111 este extracto refiere a la misma actividad donde
los alumnos tenian como tarea analizar qué aspectos relevantes habian observado en el
conjunto de problemas en contexto. Con tal propésito destacan algunas cuestiones y
proponen elementos en comuin entre todos los problemas. Los grupos a exponer son 6 en
total y esta exponiendo el segundo grupo.

1.-Marianela. Los porcentajes no se pueden distribuir proporcionalmente. Hay varios
modelos validos para resolver un problema. En cada problema hay por lo menos una
forma de resolverlo. Siempre que quito o agrego un porcentaje lo hago del resultado
anterior. Si bien en cada problema encontramos férmulas éstas se vieron limitadas por
la naturaleza de los mismos. Lo que debia transcurrir para que se produjera el cambio
era constante en cada problema pero distinto en cada uno: un metro, cinco dias, etc.
2.-Doc. ¢(Coémo que cada problema tiene un intervalo constante? (Eso es? ¢En el que se
hace qué cosa?

3.-Rocio. En el que crece o decrece algin porcentaje.
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4.-Doc. Cada un intervalo fijo crece o decrece.;Cémo es eso del anterior?

5.-Marianela. Siempre que quito o agrego un % lo hago respecto del resultado anterior.
6.-Doc. ¢Algo mas?

7.-Marianela. El crecimiento o decrecimiento de la variable x es respecto del resultado
anterior. En la féormula el % que se mantiene o agrega estd elevado a la n que es el
paso.

8.-Doc. Vamos de a poco, ellas dicen que el % que se va calculando cada intervalos
constantes es siempre el mismo pero de la cantidad inmediata anterior. Y que eso se ve
reflejado en la formula y ¢donde esta el porcentaje en la formula?

Aqui la docente realiza una primera ampliacién de lo que las alumnas estin leyendo
agregando que el porcentaje es siempre el mismo pero que se calcula en la cantidad
inmediata anterior. Se apela asi a una l6gica de los nimeros naturales en problemas que ya
estan propiciando la entrada a los numeros reales. Esto le permite a la docente presentar
una relacién entre porcentajes y férmulas que -como veremos a continuacioén -no quedara
del todo saldada. Serd retomada, sin embargo, fuera de este didlogo a partir de las sintesis
de otros grupos y también mas adelante con respecto al tiempo del trabajo en aula (aunque
nosotros ya lo presentamos en el didlogo N° 7.III. ) cuando la docente y los alumnos
analicen cémo el cambio de los datos de diferentes problemas incide en las férmulas que se

producen en cada uno.

9.-Mar. Ehhhhhhhhhh

10.-Rocio. Elevado al numero de pasos que tengo. Cada paso seria el intervalo....
11.-Doc. Cada paso esta condicionado por el intervalo.

12.-As. la x tenia un nombre ¢no?

13.-Marianela. Exponente.

14.- As. No, no lo otro.

15.-Doc. ¢La variable independiente?

16.— As. Si eso. Que el numero de pasos seria la variable independiente

17.-Doc. ¢{Algo mas?

18.-Rocio. En todos los problemas conociendo el valor de y para x se puede conocer
el valor de y para x+1 aunque no se conozca X.

19.-Doc, En todos los problemas que vimos si yo sé que para un X dio un y y conozco
el valor de ese y, para x+1 voy a conocer su imagen, independientemente de que

conozca o no el valor de x. Eso es lo que dicen las chicas. ¢algo méas?

20.-Rocio. Y que los problemas no aclaran qué pasa en cada intervalo, en cada paso.
21.-Doc. ¢En cada paso?

22.-Rocio. Por ejemplo dentro de los 5 dias que tardaban en triplicarse los piojos no
indica si crecen parejos ... si no pasa nada.

23.-Doc. Ah. En ciertos problemas no se informa sobre el interior del intervalo,
24.—Guillermo. O hay distintas formulas

25.-Doc. O como esté diciendo Guillermo: como no informan mucho podemos encontrar
otros modelos que también los describen.

La docente realiza una segunda ampliacién de la produccién de Rocio en la linea 19 para

marcar que el valor de la abscisa puede quedar como incégnita en tanto que es
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indispensable conocer el valor de la ordenada y para conocer la imagen en un valor de

abscsica x+1. Finalmente toma la expresiéon de Guillermo y con ella genera una tercera
ampliaciéon para producir una relaciéon —Guillermo no la habia explicitado - entre la
presencia o ausencia de datos de un problema y la posibilidad de generar asi varios modelos

que interpreten dicho problema.

Dialogo 7.VIIL. Problema sobre las formulas de los problemas con contexto y las

graficas a elegir.

Luego de presentar todas las férmulas de los modelos exponenciales surgidas en la
resoluciéon de los problemas con contexto y de analizar el dominio mas amplio posible que
puede tener la variable independiente en cada caso (ya fuera del contexto de los problemas
que les dieron origen) se les entrega a los distintos grupos dos hojas con graficas de
funciones. Los alumnos tienen que decidir cudl era la representacion grafica de las férmulas
que disponen. El nimero de graficas es siete en tanto que el de formulas es seis. Se
esperaba que esto generara incertidumbre en la asignaciéon de graficas a férmulas. Los
alumnos no preguntan por esta cuestiéon y se disponen a trabajar en grupos. La férmula del
problema de los piojos elaborado en clase f(x)=3" no est4 representada en una grafica. En
cambio esta la representacion de f(n)=3" donde n sefiala el nimero de veces que se triplica.
Durante la puesta en comun los alumnos son convocados a explicar cudles fueron sus
estrategias para decidir qué graficas asignan a qué férmulas. Para el caso del problema de
los piojos hay posiciones distintas entre los distintos grupos. L.a docente realiza una serie de
preguntas para que se aclaren las posiciones y a partir de los comentarios de los alumnos
realiza varias ampliaciones sobre lo que los alumnos estan diciendo para poder ordenar el
debate. Para ello se apoya en las producciones y debates observadas en la fase de trabajo

grupal dentro de algunos grupos.

1.-A;. En el grafico dos, el de los piojos tomamos valores grandes de cien y... 0 sea
para la “y” de cien y para la equis de uno

2.-Doc. O sea, escalas diferentes.

3.— A;. Claro. Asi que nosotros nos pusimos a buscar los valores exactos y nos dimos
cuenta que verificaban como en el problema de los piojos, aunque tengan otros valores.
Y también coincidian los valores que tomdébamos nosotros, coincidian con los mismos
valores que tomaban en la tabla. ... de los piojos.

4.-A,. O sea que el uno tomaba el valor del cinco... 0 sea que cinco dias, sesenta piojos
te daba...
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5.-A;. Para asi decirlo, cambiaste los ntimeros de la equis. [esta alumna A; pertenece
al mismo grupo, como A; y Ay ]

6.-Doc. ¢Escuchan lo que dijo? Los demas, ¢{los demas que opinan?

El alumno A, comunica en la linea 3 la estrategia que adopt6 su grupo y la profesora pide
a la comunidad clase de este modo que tome una posicion frente a las estrategias utilizadas
por el otro. Esto hace que los que escuchan tengan que confrontar sus practicas con las
producidas por otros. De este modo se instala en clase que aquello que otro hizo no es
solamente del otro, lo es también de la comunidad en este momento de puesta en comun.
Se convoca a considerar y decidir cuan cerca o lejos estan las ideas de cada integrante de
esta comunidad. Esta es una forma de trabajo metamatematico posible. Se presentan las
resoluciones, se analizan, se cuestionan, es un momento de comunicacion de los
conocimientos producidos mediante una actividad nueva que es el analisis comparado y

que promueve la reflexion sobre las practicas matematicas.

7.-Doc. A ver, levante la mano quién, qué grupo dice que esa grafica dos correspondia a
los piojos.

Al. [varios] Primero si.

8.-Doc. O sea que en un principio si. ¢Quién después de debatir en el grupo decidio que
no corresponde a los piojos?

[algunos alumnos levantan la mano]

9.-Doc. Ellos dos... Alla también... ¢Y cudl era la justificaciéon de los tres grupos que
estan acé, para decir que no correspondia a los piojos?

10.-A;. Por como crece.

11.-As. Porque crece mas rapido. Para el dia dos tendria que tener sesenta piojos.
12.-Doc. O sea que la ordenada al origen coincidia. Pero que para alguno de los dias,
por ejemplo para el dia uno o para el dia dos, no indica la cantidad de piojos que tenian
en la otra parte

[Contestan muchos alumnos al mismo tiempo, hay intensa participacién]

13.-A(Dardo). Por pasos puede ser.

14.-Doc. A ver, Dardo dice que si la variable media pasos, por asi llamarlo... que si esa
variable media pasos le daba.

La profesora ha hecho publica en este puesta en comun las dos posiciones que se
organizaron en los distintos grupos y las hara confrontar a partir de la fundamentacién que
cada grupo dé sobre la decisién que tomaron. En esta situacion el primer plano ya no esta
ocupado por las decisiones que se tomaron sino por las fundamentaciones para tales
decisiones. Es la docente quien comanda este juego de dos planos organizando la escena de
debate para que las explicaciones sean producidas, en primera instancia, por los grupos. La
convocatoria es inclusiva en la medida que la docente pide el consenso de todos los

alumnos para continuar.
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15.-Doc. ¢Si? ¢Esta todo el mundo de acuerdo?... ¢Si pero qué?
16.-A, . Pero no especifica qué son.

17.-A; . ¢Como que no?

18.-A4. No te dice si son pasos 0 son...

[Se genera una discusiéon entre los integrantes de los grupos que tienen distinta
posicion. La docente sanciona. ]

19.-Doc. A ver, ¢(podemos mirar? Me parece que las dos discusiones de un grupo y del
otro son mas o menos asi: hay un grupo que tomo¢ la funcién correspondiente a los piojos
que era esta (escribe la formula en el pizarrén) y le dio valores y empez6 a ver que para
el cero me daba veinte (hace cuentas en el pizarréon), supénganse que yo tengo el veinte
por aca [Escribe en el pizarrén], y después dijo: para uno la imagen no se correspondia
con el grafico, por que para uno de acéa, ¢Cuanto les daba a ustedes la cuenta?

La docente tiene que reorganizar las explicaciones de los alumnos para que no se pierda el
objetivo de la clase de debatir estrategias y se diluya en una discusiéon de un grupo de
alumnos. As{ produce una ampliacion, esto es, una reorganizacion de uno de los
argumentos con algunos elementos que no estaban originalmente con su propia
observacion de la fase grupal de trabajo. Pero estos elementos de todos modos seran
aportados por los alumnos. La docente los convoca a comunicarlos. Es asi como vemos

que la ampliacion tiene el aval de sus productores.

20.—-Al. 24 y pico.

21.-Doc. Veinticuatro y pico dice ella. En cambio, en la funcién de los piojos, para uno
¢ustedes sabian cuanto daba?

22.-A. No, para el quinto dia.

El alumno da cuenta de que en este grupo se habfa llegado a la conclusién de que solo se
podia saber el numero de piojos en dias mdltiplos de cinco. De este modo el trabajo
producido con contexto sigue funcionando de control y como dominio de conocimiento,
aun cuando ya se habian recuperado las funciones en el pizarrén y se habian dado los
dominios de las variables. I.a docente se mantiene anclada en la produccion del grupo para
continuar la confrontaciéon. Notemos que podria haberlos convocado a despegarse del
contexto y tomar las relaciones que ya circulan en la clase. Sin embargo no lo hace. Es en

estos casos en los que destacamos la intencién docente de recuperar las producciones de

sus alumnos y pensar con ellos a partir de ellas.

23.-Doc. Y para el quinto dia ¢cuanto daria la funcién?

24.-Al. (varios). 60.

25.-Doc. O sea yo ponia aca cinco, cinco dividido cinco uno, tres a la uno tres, por
veinte sesenta. Entonces, yo escuché a Agustin que decia: “¢y no porque, viste que para
cinco no me dio sesenta?”. Eso es lo que argumenta el grupo de all4. Que tiene una
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funcién graficada, y que resulta que para cinco le tendria que dar sesenta y no le dio, eso
es lo que dicen ellos.

26.-Al. Si, pero podés tomar el dia 5 como el paso 1. Tomar el dia 10 como el paso 2.
27.-Marianela (enojada y elevando la voz) jPero la equis son los dias! jNo los pasos!.
iSi tomdas equis igual a 5 eso significa que pasaron 5 dias!

Esta intervencion de Mariela da un giro a la discusion organizada trayendo a la luz que lo
que esta en cuestion es “quién es la variable independiente en el grafico” y “quién es la

variable independiente en la férmula producida en clase”. Esto da lugar a la préxima

ampliacion de la profesora.

28.-Doc. A ver, importantisimo lo que dijeron ahora. Estamos discutiendo lo que
consideramos en la variable independiente, ¢estd bien? Entonces, hay un grupo que dice:
“mir4, la equis mide los dias”, entonces yo estoy tomando los ntmeros de dias, esta
funcion no se corresponde con la féormula que yo tengo ahi.

29.-Rocio. Tendria que ser y en funcién de “x sobre 5”.

30.-Doc. jExacto! Para que esta funcion se corresponda con la grafica que tiene, la
variable independiente tendria que tener a equis sobre cinco. Si yo en la variable
independiente tuviera equis sobre cinco, la funcion se corresponderia. Es como si yo a
esto lo llamara “la ene”. La grafica que esta dibujada es veinte por tres a la “ene”. {Se
ve la diferencia?

31.-Al. (varios) Si.

32.-Doc. ¢Todo el mundo ve lo que estan diciendo los dos grupos? (muchos
asienten).Entonces la gente que asignd esta grafica con la situacion de los piojos,