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Resumen

El propósito de esta tesis es valuar opciones multi-activos barrera mediante la aplicación

de un algoritmo desarrollado por He en 1990 cuya aplicación práctica ha sido, hasta el

momento, nula. En este trabajo valuamos opciones sobre dos y tres activos con payoffs y

barreras sobre uno o más activos subyacentes. Finalmente consideramos los puntos débiles

y las limitaciones del método ya que, por ejemplo, opciones path-dependent no podŕıan ser

valuadas con este algoritmo por cuestiones computacionales.

Previo a usarlo para resolver un problema en particular, resulta imperante estudiar las

propiedades de convergencia (incluyendo velocidad de convergencia y precisión) de este

algoritmo. La peculiaridad del algoritmo de He reside en que preserva la completitud de

mercado y que visualmente lo podamos representar como un árbol recombinante multi-

nomial, es decir, una extensión del árbol binomial de Cox-Ross-Rubinstein.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El objetivo de este trabajo es valuar opciones multi-asset barrera usando el algoritmo de

Hua He. Debido a que no fue utilizado anteriormente en la literatura académica, resulta

necesario realizar un estudio formal de sus propiedades de convergencia (incluyendo velo-

cidad de convergencia y precisión), para evaluar si puede ser utilizado o no en la práctica

para valuar derivados financieros.

En 1990, Hua He publicó un paper titulado ”Convergence From Discrete to Continuous-

time Contingent Claims” donde construye un algoritmo en forma de árbol que converge

a la distribución normal multivariada multidimensional. Su método consiste en aproximar

un proceso de generación de precios, es decir, una difusión N -dimensional, mediante una

secuencia de un proceso (N + 1)-nominal, N -variado.

Su novedad reside en el hecho de que los activos y el bono en el modelo multinomial en

tiempo discreto, forman un mercado de activos dinámicamente completo. Esto significa que

cualquier precio contingente puede ser replicado y fully-hedged usando los activos básicos

del modelo.

La demostración formal de la convergencia de los precios contingentes en tiempo discreto

a su versión ĺımite en el continuo y la existencia de estrategias de replicación del portafolio
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se encuentran en detalle en el paper de Hua He [19].

Sin embargo, el autor nada dice sobre la forma en la cual el método converge del discreto

al continuo ni tampoco sobre la precisión y velocidad de esta convergencia. Estudiar estas

propiedades es de sumo interés para la valuación de derivados financieros porque a la hora

de elegir un modelo se deben tener en cuenta estas propiedades que analizaremos. Sobre

este punto en particular, el autor aporta dudas sobre la performance de su propio método

refiriéndose a que quizás este no sea superior a la de los métodos alternativos. Tampoco

existe ningún articulo de investigación sobre las propiedades de convergencia del algoritmo

de Hua He. Abordamos aqúı este vaćıo en la literatura. Este trabajo comienza con una

introducción a la temática, ubicando a los algoritmos que se pueden representar mediante

árboles en una perspectiva histórica junto a otros métodos similares. La aplicación de este

conjunto de métodos va más allá de sus aplicaciones en la valuación de derivados complejos.

Problemas en diversas áreas tales como economı́a, finanzas y economı́a agraria se pueden

reformular como problemas multi-activos (o multi-”factores de riesgo”) y recurrir a la

matemática financiera (y a algoritmos como el de Hua He en particular) para su resolución.

Por un tema de completitud, optamos por incluir una brev́ısima reseña sobre problemas

multi-activos más allá de los encontrados en el área de matemática financiera.

Una vez terminada la revisión de la literatura, introducimos el algoritmo de Hua He con

especial énfasis en una detallada explicación de sus propiedades formales. También elegimos

incluir las indicaciones para poder construir el árbol multi-nomial para N = {2, 3} , o sea,

dos y tres activos correlacionados y riesgosos. El caso de dos activos correlacionados,N = 2,

nos sirve como punto de referencia para comparar la performance de este método y valuar

derivados multi-asset con y sin barreras.

La forma de evaluar las propiedades de convergencia del algoritmo de Hua He es usarlo pa-

ra valuar un derivado que tenga una solución cerrada. En nuestro caso, afortunadamente,

contamos con la opción de Margrabe, la opción para intercambiar dos activos correlaciona-

dos y riesgosos en una fecha cierta en el futuro. Nuestro análisis reside en ir incrementando
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paulatinamente la cantidad de pasos del algoritmo de Hua He y observar cómo los resul-

tados se aproximan a los ”verdaderos” resultados obtenidos para la opción de Margrabe,

cuya solución cerrada conocemos.

Una vez que corroboremos que el modelo de Hua He valúa correctamente la opción de

Margrabe, evaluamos su eficiencia para aproximar sus sensibilidades. Para llevar a cabo

esta tarea, al igual que en caso anterior, usamos las sensibilidades de la opción de Margrabe

(que también tienen una fórmula cerrada) para compararlas con las que obtenemos usando

el método de He y evaluar la precisión y la velocidad de convergencia a los resultados

teóricos para las sensibilidades.

Después de estudiar las propiedades del algoritmo, explicamos cómo se lo puede modificar

para valuar opciones multi-activos y, en particular, opciones multi-activos barrera. La

primera opción que consideramos tiene un pago final sencillo, pero es uno de los pocos

contratos que han sido previamente valuados en la literatura. Esto nos aporta un punto

de comparación para estudiar la aplicabilidad del modelo de Hua He en la valuación de

productos financieros más complejos. Posteriormente, mostramos lo sencillo que resulta

modificar el árbol de Hua He para satisfacer nuestras necesidades. Finalmente, indicamos

cómo valuar derivados sobre dos y tres activos subyacentes correlacionados y riesgosos,

con y sin barreras.
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Caṕıtulo 2

Revisión de la literatura

La aplicación de métodos multi-nomiales que puedan ser representados como árboles con

la finalidad de valuar opciones multi-activos es el producto del desarrollo histórico de

diversas áreas de la matemática financiera tales como: algoritmos multi-nomiales en forma

de árboles, derivados multi-activos y la valuación de opciones barrera.

2.1. Derivados multi-activos

Los derivados multi-activos y single-asset comparten un desarrollo histórico similar. Cua-

renta años atrás, en 1973, se empezaron a comercializar opciones financieras en la bolsa

CBOT de Chicago. A fin de ese año, Black, Scholes [4] y Merton [31] publicaron dos de

los trabajos más conocidos del mundo financiero.

Tan solo cinco años más tarde, en 1978, el Journal of Finance publicó dos art́ıculos sobre

derivados multi-activos: Margrabe [29] y Fischer [17]. Ambos consideraban el problema de

valuar una opción Europea para intercambiar dos activos correlacionados en una economı́a

Black-Scholes y ambos llegaron a la misma solución. Actualmente la conocemos bajo el

nombre del primer autor: la fórmula de Margrabe.
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La aplicación más importante de la fórmula de Margrabe es la valuación de spread options,

un derivado cuyo valor se deriva de la diferencia entre el precio de dos o más activos

subyacentes. Este tipo de productos es muy frecuente en los mercados de commodities

donde los inversores los usan para cubrirse del riesgo entre dos productos relacionados

(por ejemplo, porotos de soja y aceite de soja). También encontramos aplicaciones de estas

opciones en la literatura de finanzas corporativas. Por ejemplo, para: 1.- modelar proxy

contests, Hancock y Mukherjee [18]; 2.- valuar la factibilidad de expandir un proyecto,

Karsak et al. [23]; 3.- evaluar la selección de plataformas de software, Taudes et al. [36] y

4.- valuar el precio de intercambiar dos fábricas.

El interés en los derivados multi-activos fue creciendo con el pasar de los años, pero des-

afortunadamente muy pocos productos de esta clase pueden ser resueltos de forma cerrada.

Para sobrellevar esta limitación se han ido desarrollado algoritmos numéricos basados en

diferentes técnicas: diferencias finitas, mesh algorithms, árboles multi-nomiales, simula-

ción de Monte Carlo, copulas, wavelets, sparce grid methods, entre otros. Un mayor nivel

de detalle sobre este tema se encuentra en Firth [16].

2.2. Algoritmos multi-nomiales con forma de árboles

El mercado de derivados multi-activos comenzó a adquirir volumen a fines de la década

del 80. A medida que la ingenieŕıa financiera se volvió accesible al inversor particular,

se desarrollaron nuevos productos más complejos. En esa época, exist́ıan solamente dos

técnicas numéricas para valuar opciones: árboles (binomiales), basados en el modelo de

Cox-Ross-Rubinstein (CRR) [12] y simulación de Monte Carlo.

Si bien ambos métodos pod́ıan ser utilizados para valuar opciones Europeas, la valuación de

opciones Americanas sólo pod́ıa llevarse a cabo mediante la implementación de algoritmos

similares al árbol binomial de CRR. Esto puso un gran interés en extender el algoritmo de

CRR para valuar opciones Americanas. La técnica necesaria para adaptar el método de
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simulación de Monte Carlo Least Square Monte Carlo recién fue desarrollada en el 2001

por Longstaff y Schwartz [27].

Técnicamente, a la hora de construir un algoritmo que pueda ser representado como un

árbol, el investigador tiene dos herramientas: 1- elegir el tamaño de los saltos (entre los

nodos de diferentes ramas) y 2- elegir las probabilidades de tal manera que la función

caracteŕıstica de la distribución discreta converja a su respectiva distribución continua.

Según Boyle, Evine y Gibbs (comúnmente abreviado como BEG) [7], esto se puede llevar

a cabo de dos maneras.

La primera posibilidad es definir el tamaño de los saltos como en CRR [12] y elegir las

probabilidades para que coincidan con la función caracteŕıstica. La segunda, es fijar las

probabilidades (por ejemplo la probabilidad de un salto hacia arriba = probabilidad de

un salto hacia abajo = probabilidad de un no salto = 1/3) y luego determinar el tamaño

de los saltos para garantizar la convergencia a la distribución continua. La mayoŕıa de los

papers, incluyendo CRR [12], Boyle [5] y BEG [7], siguen la primera opción. Sin embargo,

Hua He [19] usa la segunda manera para construir el árbol multi-nomial.

Para que un árbol multi-nomial pueda usarse para valuar derivados debe satisfacer los

siguientes tres requisitos:

1. debe ser recombinante, porque si no lo fuese el modelo seŕıa computacionalmente

inviable;

2. debe poder soportar hasta n activos;

3. debe preservar la completitud de mercado.

Vale señalar que para obtener una interpretación económica satisfactoria es necesario que

el árbol preserve la completitud del mercado. Sin embargo, esto no es un requisito funda-

mental para obtener una buena convergencia.

En un trabajo publicado en 1988, Phelim Boyle [5], un matemático canadiense, resolvió
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el problema de valuar opciones sobre dos variables subyacentes de riesgo mediante la

implementación de una modificación del árbol binomial de CRR. En su modelo, cada activo

puede moverse para arriba, permanecer constante, o moverse para abajo con probabilidades

p1, p2, p3 respectivamente. Por ejemplo, para valuar la opción para intercambiar dos activos,

son necesarios dos árboles con tres ramas cada uno. Esto hace que el método de Boyle sea

computacionalmente demandante, pero factible de ser usado comercialmente. Lo positivo

del método es que aún para árboles con pocos pasos (alrededor de 20) observamos una

muy buena convergencia.

Sin embargo, el modelo de Boyle tiene los siguientes inconvenientes:

1. solo puede soportar 2 activos de riesgo;

2. los árboles no son recombinantes;

3. no preserva la completitud del mercado.

Al no preservar la completitud del mercado, el precio del derivado que queramos valuar

dependerá del precio de riesgo del mercado, que denotamos con el parámetro λ. La intuición

es que λ refleja cuán distanciados están entre si, los nodos que comparten un mismo padre.

Boyle llama un stretch parameter.

El primero de estos problemas fue resuelto al año siguiente en el trabajo de Boyle, Evine

y Gibbs (BEG) [7] y extendido en Boyle de 1990 [6]. BEG suponen que en cada nodo cada

activo puede moverse para arriba o abajo. Entonces después de cada momento tenemos 2n

posibles estados. El resto del algoritmo es análogo a CRR [12] y Boyle [5]. Hay que tener

en cuenta que para poder aplicar este algoritmo necesitamos construir dos árboles con dos

ramas para cada activo. Por lo tanto, los árboles no resultan ser recombinantes, lo que

hace que el procedimiento sea muy lento.

A fines del año 1990, el problema de la completitud de mercado fue resuelto independien-

temente en dos trabajos: Madan, Milne y Shefrin [28] y He [19]. Madan, Milne y Shefrin

[28], construyen un árbol (N + 1)-nomial para N activos de tal manera que la distribución
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del proceso en tiempo discreto para cada activo individual converge a su respectivo proceso

continuo log-normal y unidimensional. He [19] explica, que este paper falla en no especifi-

car las correlaciones entre los diferentes activos y por ende no establece una convergencia

conjunta de los N activos riesgosos. Si bien el modelo satisface los tres requisitos (ser re-

combinante, poder soportar hasta N activos y preservar la completitud de mercado), para

que se pueda usar para valuar derivados, debeŕıa asegurar una convergencia para procesos

multivariados.

Madan, Milne y Shefrin [28] no tuvo un impacto considerable en la literatura. Fue refinado

posteriormente por He en [19] y Chen et al. [10] quienes también desarrollaron un árbol

multinomial que cumple con los tres requisitos mencionados más arriba. Sin embargo,

según Amin [2], el método propuesto por He [19] no es muy útil desde una perspectiva

computacional. La convergencia del modelo discreto a su análogo en el tiempo continuo

también fue demostrada por Amin y Khanna [3], He [19] y Chen et al. [10].

Kamrad y Ritchken [22] desarrollaron un árbol para los problemas en Boyle, Evnine y

Gibbs [7] extendiendo el método de BEG para permitir que los activos salten horizontal-

mente. En este caso, la convergencia es mucho más rápida que en el modelo anterior pero

se pierde la completitud del mercado.

A comienzos de la década del 2000, ya exist́ıan bastantes métodos basados en árboles

multi-nomiales, pero muy poco se conoćıa sobre la precisión y velocidad de convergencia

de estos modelos. La cuestión de la convergencia fue abordada por Heston y Zhou [20] que

muestran cómo unos árboles trinomiales convergen asintóticamente en O(∆1/2) dónde ∆

es el tamaño del paso (step size). Una pregunta importante, planteada en Schachermayer

y Hubalek [21] es si un árbol construido para aproximar un sistema de difusiones correla-

cionadas pueda usarse para aproximar los precios de los contratos derivados. La respuesta

es afirmativa.

La literatura más reciente sobre árboles multi-nomiales se concentra en extender su apli-
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cación para nuevas situaciones. Martini [30] presenta un minucioso detalle de los árboles

binomiales y trinomiales existentes y muestra cómo pueden ser usados para valuar opcio-

nes barreras. Sierag [34] desarrolla un novedoso árbol multinomial recombinante basado

en el simplex de Pascal. Figlewski, Gao y Ahn en [15] y [1] crearon una técnica muy usada

actualmente en la práctica; descubrieron que era posible obtener una convergencia más

precisa si redućıan el step size en los nodos cercanos a la barrera.

Si bien a lo largo del tiempo estos métodos han ido mejorando considerablemente, su apli-

cación en la práctica aún no es frecuente. En general, programar árboles multi-nomiales

resulta una tarea dif́ıcil, manipularlos requiere de conocimientos de programación avan-

zados y obtener resultados precisos demanda tiempo. Por lo tanto no debe sorprendernos

que se utilicen simulaciones de Monte Carlo en vez de árboles multi-nomiales, dejando

estos últimos como un back up para corroborar los resultados obtenidos mediante simula-

ciones.

2.3. Opciones multi-asset barrera

La primera mención sobre opciones barrera en la literatura aparece en Snyder [35]. Poco

a poco fue incrementando el interés comercial en estos productos y Risk Magazine publicó

un art́ıculo escrito por Rubinstein y Reiner [33] en el cual explican que valuar una opción

barrera es más sencillo que valuar opciones Americanas porque la barrera cŕıtica está

determinada con anterioridad y especificada en el contrato y esto permite, en algunos

casos, encontrar soluciones cerradas.

La primera referencia bibliográfica al uso de algoritmos basados en árboles para valuar

derivados con barreras es Broadie et al. [9]. Un punto importante que debemos considerar,

acota Kou [24], es si el cruce de la barrera se monitoriza en tiempo continuo o discreto.

La mayoŕıa de los modelos supone que la barrera se monitoriza en tiempo continuo. Sin

embargo, en la práctica, debido a varias razones: legales, contractuales, etc, casi todas las

12



opciones barreras son monitorizadas en tiempo discreto.

Broadie et al. [9] usan los métodos de Boyle [5] y de Kamrad y Ritchken [22]. Los auto-

res extienden el modelo de Boyle y Lau [8] quienes encontraron que ubicando los nodos

relativamente cerca a la barrera afecta radicalmente la convergencia del método binomial.

Siguiendo esta idea, Ritchken [32] aplica el algoritmo de Boyle [6] pero el elige un valor

particular para el parámetro de apertura de tal manera que una capa de nodos coincida

siempre con la barrera para cualquier número de pasos temporales.

La valuación de opciones barrera con múltiples activos como subyacentes siguió siendo un

problema abierto hasta que en 1997 Kwok et at. [25] descubrieron, usando el método de

imágenes y funciones de Green, un algoritmo para valuar opciones multi-activos con una

barrera externa. Adicionalmente, aplicando un método similar Chen, Petrou y Suchanec-

ki [11] lograron derivar formulas con soluciones cerradas para valuar opciones Parisian

Rainbow, que podŕıan ser de gran utilidad en el marco de derivados climáticos.

A modo de conclusión, podemos remarcar que la ventaja de utilizar árboles multi-nomiales

es su flexibilidad. Sin embargo, estos algoritmos son computacionalmente demandantes,

dif́ıciles de implementar y en general lentos.
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Caṕıtulo 3

El algoritmo de Hua He

La clave del algoritmo de Hua He es aproximar la difusión N -dimensional que modela el

proceso de los precios con una secuencia procesos N -variados, (N + 1)-nominales. Este

modelo es una generalización del modelo estándar binomial de Cox, Ross y Rubinstein

[12]. El modelo de He consiste de N activos riesgosos (acciones) y un activo libre de riesgo

(bono) de tal manera que estos activos conformen un mercado de activos dinámicamente

completo.

El modelo discreto resultante también forma un mercado de activos dinámicamente com-

pleto. Esto significa que el riesgo de cada contrato derivado sobre alguno de estos activos

puede ser perfectamente cubierto en cualquier punto del tiempo con un portafolio de sub-

yacentes y el numerario.

Hua He demuestra además que los precios de todos los pagos contingentes y el portafolio

de estrategias de replicación derivadas del modelo en tiempo discreto convergen en el ĺımite

a su correspondiente precio y portafolio de estrategia de replicación del modelo en tiempo

continuo.
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3.1. Construcción

La idea básica es aproximar los incrementos de N movimientos Brownianos independientes

con N variables aleatorias no correlacionadas.

3.1.1. Primer paso: construcción de N variables aleatorias no correlacio-

nadas

Para aproximar los incrementos de los movimientos Brownianos en todos los sub-intervalos,

construimos una secuencia de vectores aleatorios,N -dimensionales, independientes e idénti-

camente distribuidos (iid), ε̃k = (ε̃k1, ..., ε̃
k
N)T , k = 1, 2, ..., n, donde n designa el número de

pasos temporales.

Sea A un matriz de orden (N + 1), real y ortonormal tal que su última columna de es

(1/
√
N + 1, ..., 1/

√
N + 1)T . Por ejemplo, cuando N = 1, A puede ser

A =


a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

 =


1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

 .

Cuando N = 2

A =



a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3


=



1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3


.
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Cuando N = 3

A =



a1,1 a1,2 a1,3 a1,4

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4


=



1√
2

0 1
2

1
2

0 1√
2
−1

2
1
2

− 1√
2

0 1
2

1
2

0 − 1√
2
−1

2
1
2


.

3.1.2. Segundo paso

Definimos una matriz E tal que: es,j = as,j
√
N + 1, dónde as,j es el sto elemento en la j-va

columna de A. Hay que tener en cuenta que la última columna de E por construcción va

a ser siempre igual a 1. Por ejemplo, cuando N = 2

E =



e1,1 e1,2 e1,3

e2,1 e2,2 e2,3

e3,1 e3,2 e3,3


=



√
3√
2

1√
2

1

0 − 2√
2

1

−
√
3√
2

1√
2

1


.

Cuando N = 3
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E =



e1,1 e1,2 e1,3 e1,4

e2,1 e2,2 e2,3 e2,4

e3,1 e3,2 e3,3 e3,4

e4,1 e4,2 e4,3 e4,4


=



2√
2

0 1 1

0 2√
2
−1 1

− 2√
2

0 1 1

0 − 2√
2
−1 1


.

3.1.3. Tercer paso: descomposición de Cholesky

En este paso, expresamos el sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas fundamental

del mercado como función de una sucesión de movimientos Brownianos independientes

usando la descomposición de Cholesky de la matriz de correlaciones.

El caso N = 2 figura en el paper de He. Para N = 3, la parte estocástica de la estructura

del mercado puede ser descripta como: < dB1, dB2 >= ρ12dt, < dB1, dB3 >= ρ13dt,

< dB2, dB3 >= ρ23dt. Usando la matriz de descomposición de Cholesky obtenemos:

e1 = W1,

e2 = ρ12W1 +
√

1− ρ212W2,

e3 = ρ13W1 + ρ∗23W2 + ρ∗33W3,

dónde

ρ∗23 =
ρ23− ρ12ρ23√

1− ρ212
; ρ∗23 =

√
1− ρ212 − ρ223 − ρ213 + 2ρ12ρ23ρ13

1− ρ∗12
.

Finalmente, a partir de las ecuaciones anteriores, obtenemos que los precios de los activos

siguen tres procesos log-normales correlacionados que satisfacen las siguientes ecuaciones
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diferenciales estocásticas

dS1 = µ1S1dt+ σ1S1dW1,

dS2 = µ2S2dt+ σ2S2ρ12dW1 + σ2S2

√
1− ρ212dW2,

dS3 = µ3S3dt+ σ3S3ρ13dW1 + σ3S3ρ
∗
23dW2 + σ3S3ρ

∗
33dW3,

dónde W1, W2 y W3 son tres movimientos Brownianos independientes, σ2
i representa la

volatilidad del retorno instantáneo de la acción i y ρ es el coeficiente de correlación entre

los retornos instantáneos de las dos acciones.

3.1.4. Cuarto paso: aplicación de la fórmula 6 del paper de He

Finalmente, para obtener el árbol N + 1-nominal, definimos el proceso N -variado, (N +

1)-nomial que representa los precios de las acciones, Sn como la solución a la ecuación

diferencial estocástica

Snk+1 = Snk +
b(Snk )

n
+ σ(Snk )

ek√
n
,

dónde k es el time step y para un k fijo, ek1, ..., ekN son todas no-correlacionadas entre śı.

Adicionalmente e1, e2, ..., en puede ser tratado como una secuencia de vectores aleatorios

independiente e idénticamente distribuidos. También Snk denota el vector de precios de la

acción en el tiempo k/n y Sn0 = S0 cuya expresión expĺıcita es
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Snk+1,j =



Snk,j +
bj(S

n
k )

n
+ σj,1(S

n
k ) e1,1√

n
+ · · ·+ σj,N(Snk )

e1,N√
n

Snk,j +
bj(S

n
k )

n
+ σj,1(S

n
k ) e2,1√

n
+ · · ·+ σj,N(Snk )

e2,N√
n

...

Snk,j +
bj(S

n
k )

n
+ σj,1(S

n
k )

eN+1,1√
n

+ · · ·+ σj,N(Snk )
eN+1,N√

n

Usando esta ecuación obtenemos:

1) Para N = 2.

Snk+1,1 =


Snk,1 +

µ1Sn
k,1

n
+ σ1S

n
k,1

√
3√
2n

= Snk,1a1

Snk,1 +
µ1Sn

k,1

n
= Snk,1a2

Snk,1 +
µ1Sn

k,1

n
− σ1Snk,1

√
3√
2n

= Snk,1a3

Snk+1,2 =


Snk,2 +

µ2Sn
k,2

n
+ σ2ρS

n
k,2

√
3√
2n

+ σ2 +
√

1− ρ2Snk,2 1√
2n

= Snk,2b1

Snk,2 +
µ2Sn

k,2

n
− σ2 +

√
1− ρ2Snk,2 2√

2n
= Snk,2b2

Snk,2 +
µ2Sn

k,2

n
− σ2ρSnk,2

√
3√
2n

+ σ2 +
√

1− ρ2Snk,2 1√
2n

= Snk,2b3

donde a1, a2, a3, b1, b2, b3 son definidos cuando sacamos Snk,1 y Snk,2 respectivamente como

factores comunes.

2) Para N = 3, utilizando la notación simplificada Snk,i = Si

Snk+1,1 =



S1 + µ1S1

n
+ σ1S1

n

S1 + µ1S1

n
− σ1S1

n

S1 + µ1S1

n
+ σ1S1

n

S1 + µ1S1

n
− σ1S1

n
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Snk+1,2 =



S2 + µ2S2

n
+ σ2S2ρ12√

n
+ σ2S2

√
1− ρ212 2√

2n

S2 + µ2S2

n
− σ2S2ρ12√

n

S2 + µ2S2

n
+ σ2S2ρ12√

n
− σ2S2

√
1− ρ212 2√

2n

S2 + µ2S2

n
− σ2S2ρ12√

n

Snk+1,3 =



S3 + µ3S3

n
+ σ3S3ρ13√

n
+ σ3S3ρ

∗
23

2√
2n

S3 + µ3S3

n
− σ3S3ρ13√

n
+ σ3S3ρ

∗
33

2√
2n

S3 + µ3S3

n
+ σ3S3ρ13√

n
− σ3S3ρ

∗
23

2√
2n

S3 + µ3S3

n
− σ3S3ρ13√

n
− σ3S3ρ

∗
33

2√
2n

Gráficamente, esto produce un árbol multinomial recombinante. Para N = 2 el esquema

del árbol es el siguiente:
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Caṕıtulo 4

Opciones spread y la fórmula de

Margrabe

4.1. Introducción

En esta caṕıtulo, introducimos el concepto de una opción spread, demostramos la fórmula

de Margrabe y mostramos en detalle cómo calcular sus sensibilidades.

4.2. Opciones spread

4.2.1. Definición

Una opción spread es un contrato derivado cuyo valor deriva de la diferencia entre dos o

más activos. Es un producto muy frecuente en la industria financiera porque le permite al

comprador tomar posiciones en uno o más activos al mismo tiempo.

Potencialmente, estas opciones podŕıan depender del precio de varios activos subyacentes,

aqúı solamente vamos a considerar opciones spread que dependan de dos activos subya-
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centes y para las cuales hay solución cerrada.

Podemos escribir el payoff como:

Payoff = máx{EQ[S1 − S2 −K], 0} = EQ[S1 − S2 −K]+, (4.1)

donde tomamos la esperanza E bajo la medida de neutralidad al riesgo Q.

Una opción exchange representa el caso especial de una opción spread cuando K = 0. Sólo

en el caso de opciones exchange existe una fórmula de valuación cerrada, obtenida por

Fisher y Margrabe y que se conoce como la ”fórmula de Margrabe”.

4.2.2. Usos de las opciones spread

Estas opciones son ubicuas en la industria financiera, especialmente en los mercados de

commodities (tanto en mercados agropecuarios como en los no-agropecuarios -como por

ejemplo: gas, electricidad, etc- ). Los mercados más importantes para estos productos son

el NYMEX y el CBOT en Chicago. Vale señalar que son usados a diario por productores

de commodities en todo el mundo como una forma de cubrirse del riesgo de un cambio

abrupto entre el precio del material primario y su producto secundario. Por ejemplo:

Crush Spread es un producto que consiste en el intercambio de poroto de soja y

alguno de sus productos secundarios, generalmente, una combinación de aceite de

soja y harina de soja. Estos derivados son activamente comercializados en el CBOT.

Spark Spread es un contrato que involucra el intercambio de gas natural por alguna

medida del precio de un unidad de electricidad. A diferencia del crush spread, estos

contratos se comercializan mayoritariamente en el NYMEX.

Crack Spread involucra el intercambio de petróleo con su producto refinado, ya sea

gasolina, diésel, aceite para calefaccionar, etc. También se comercializan mayorita-
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riamente en el NYMEX.

En los mercados de renta fija, las posibilidades son múltiples ya que estos contratos son

negociados OTC. Los contratos más comunes consisten en el intercambio de activos con

diferentes fechas de expiración, diferentes niveles de calidad crediticia y diferentes emisores.

En los mercados de foreign exchange, los exportadores a menudo necesitan intercambiar

diferentes monedas para cubrirse del riesgo cambiario. En los mercados de acciones, es

común necesitar intercambiar dos acciones de diferentes compañ́ıas, o grupos de acciones

de diferentes rubros.

4.3. Métodos de valuación

Existen dos posibilidades para valuar opciones spread : métodos numéricos y aproximacio-

nes anaĺıticas. Los métodos numéricos atacan el problema usando la Transformada Rápida

de Fourier, integración numérica o simulación de Monte Carlo. Los métodos anaĺıticos tra-

tan de obtener fórmulas cerradas para aproximar el precio de la opción.

En Deng et al. [14] los autores introducen un concepto novedoso: la frontera de ejercicio

definida como la distancia mı́nima del precio logaŕıtmico del primer activo, en función del

precio logaŕıtmico del segundo activo, para que la opción expire in the money. Los autores

argumentan que la razón por la cual existe una solución de fórmula cerrada para el caso

de la exchange option es que la frontera de ejercicio es lineal cuando el ”spread”, K, es

igual a cero. En general, K 6= 0 lo que hace que la frontera de ejercicio no sea lineal y por

lo tanto no se puedan desarrollar nuevas soluciones cerradas.

Los métodos de valuación son juzgados según su velocidad de convergencia y su precisión.

En general, son buenas aproximaciones, pero ocasionalmente los tiempos de corrida son

muchos más largos que lo deseable. Por otro lado, los métodos basados en aproximaciones

anaĺıticas son más rápidos que los numéricos pero frecuentemente no pueden ser utilizados

23



en la práctica por falta de precisión.

4.4. La fórmula de Margrabe

Empezamos por analizar el caso de la opción para intercambiar dos activos en el futuro, que

tiene solución cerrada. Introducimos la fórmula de Margrabe, calculamos sus sensibilidades

(Greeks) y finalmente programamos estos resultados.

Lo que sigue a continuación está basado en las notas de clase de Davis [13] y la derivación

de la fórmula de Margrabe, en el trabajo de MingQian Li [26].

Por definición, el precio de la opción para intercambiar un Activo 1 por un Activo 2 en

tiempo T es el valor presente de (4.1) con K = 0. Con esto en mente, el valor de la opción

está dado por:

C = E[e−rTmax(S1(t)− S2(t), 0)] = E[e−rT (S1(t)− S2(t))
+] (4.2)

Bajo la medida neutral al riesgo Q, modelamos los precios de los activos como movimientos

Brownianos correlacionados. Para simplificar la notación los valores iniciales son S1(0) = s1

y S2(0) = s1.

dS1(t) = rS1(t)dt+ σ1S1(t)dw1, S1(0) = s1, (4.3)

dS2(t) = rS2(t)dt+ σ2S2(t)dw2, S2(0) = s2, (4.4)

donde w1 y w2 son movimientos Brownianos con E[dw1dw2] = ρdt y el parámetro r repre-

senta la tasa de retorno libre de riesgo. La fórmula de Margrabe está, por lo tanto, dada

por
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C(s1, s2) = s1N(d1)− s2N(d2), (4.5)

donde N(·) es la acumulativa de la distribución normal y

d1 =
ln
(
s1
s2

)
+ 1

2
σ2T

σ
√
T

,

d2 = d1 − σ
√
T ,

σ =
√
σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2,

4.4.1. Demostración de la fórmula de Margrabe mediante un cambio de

numerario

La intuición detrás de esta demostración es transformar la exchange option usando el

teorema de Girsanov para obtener una expresión que se parezca a la fórmula Black-Scholes

y que pueda ser resuelta usando esta fórmula.

C = EQ [e−rT máx (S1(T )− S2(T ), 0)
]
,

= EQ
[
e−rTS2(T ) máx

(
S1(T )

S2(T )
− 1, 0

)]
.

Cabe señalar que C en (4.5) y (4.7) no dependen de r, porque Si(t) = ertS̃i(t) para ambos

i = 1, 2. S̃i(t) proviene de la solución a las SDE en (4.3) y (4.4).

Primero necesitamos expresar C en (4.7) como el cociente entre S1(t) y S2(t). Esto es

equivalente a usar el Activo 2 como numerario.

Dado que C no depende de r, podemos asumir sin pérdida de generalidad que r = 0. Para
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simplificar aún más la notación, ya que r = 0, S̃i(T ) = Si(T ). Podemos concluir que bajo

la medida neutral al riesgo Q, C está dado por:

C = EQ

[
S̃2(T ) máx

(
S̃1(T )

S̃2(T )
− 1, 0

)]
= EQ

[
S2(T ) máx

(
S1(T )

S2(T )
− 1, 0

)]
.

Sea Yt = S1(t)/S2(t), por una aplicación directa del lema de Ito

dY = Y
(
σ2
2 − σ1σ2ρ

)
dt+ Y (σ1dw1 − σ2dw2) .

Definimos una nueva medida Q̃ según la siguiente derivada de Radon-Nikodyn:

dQ̃
dQ

∣∣∣
T

= ΛT =
e−rTS2(T )

S2(0)

∣∣∣
r=0

=
S2(T )

S2(0)
.

Por el teorema de Girsanov, también tenemos que, bajo la nueva medida Q̃

dw̃2 = dw2 − σ2dt.

Recordemos que EQ[dw1dw2] = ρ. Usando la descomposición de Cholesky de la matriz

de correlaciones ρ, podemos escribir w1 en términos de otro movimiento Browniano w′(t)

independiente de w2(t). Es posible probar que w′ sigue siendo un movimiento Browniano

bajo Q̃, independiente de w̃2 (ver Davis [13]). Entonces, bajo Q tenemos que

w1 = ρw2 +
√

1− ρ2w′(t).
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Entonces,

dw̃1 = ρdw̃2 +
√

1− ρ2dw′(t) = ρ [dw2 − σ2dt] +
√

1− ρ2dw′(t),

= ρdw2 − ρσ2dt+
√

1− ρ2dw′(t),

= dw1 −
√

1− ρ2dw′(t) +
√

1− ρ2dw′(t)− ρσ2dt,

= dw1(t)− ρσ2dt.

La ecuación de Y bajo Q̃ es

dY = Y (σ1dw̃1 − σ2dw̃2) = Y σdw,

donde w es un movimiento Browniano estándar. y σ está definida en (4.15). Por lo tan-

to,

C = S2(0)EQ̃ [(Y (T )− 1)+
]
. (4.9)

De (4.9) podemos deducir que la opción para intercambiar activos es equivalente a una

opción call sobre el activo Y con volatilidad σ, precio de ejercicio (strike) 1 y tasa de retorno

libre de riesgo 0. La solución (4.5) de esta opción se obtiene modificando la fórmula de

Black-Scholes.

4.4.2. Valores de los parámetros

En lo que resta del trabajo asignamos los siguientes valores a los parámetros del mode-

lo.
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Valores

s1 = 200 s2 = 250

σ1 = 0.3 σ2 = 0.2

ρ = 0.75 T = 1

r = 0.10

4.5. Convergencia del modelo de He al precio de Mar-

grabe

En los gráficos siguientes observamos que a medida que incrementamos el número n de

pasos temporales, el algoritmo de He converge por debajo al precio de la opción de Margra-

be. Usando n = 500, donde n se refiere al número de pasos temporales, la diferencia entre

ambos es aproximadamente 0,0032. El método es preciso para valores pequeños de n (por

ejemplo n = 80), pero a medida que incrementamos n la brecha disminuye. Visualmente

la diferencia entre ambos tiende a cero con n creciente.

Figura 4.1. He con n = 50 Figura 4.2. He con n = 500
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Figura 4.3. Figura 4.4.

El principal inconveniente es que el tiempo de corrida crece exponencialmente con el núme-

ro de pasos.

Figura 4.5. Tiempo de corrida

A continuación repetimos el mismo ejercicio, variando los parámetros del modelo a modo

de simular la performance el algoritmo a la hora de valuar la opción de Margrabe. Para

poder comparar los resultados y no depender de valores absolutos, graficamos la diferencia

entre los valores obtenidos con la fórmula de Margrabe y el método de He en términos de
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este último. Observamos claramente cuando aumenta n, el resultado obtenido con el He se

aproxima al valor teórico de la opción, cualesquiera sean los parámetros del modelo. Aún

para árboles pequeños, de 10 a 15 pasos, observamos una buena convergencia.

4.6. Sensibilidades – The Greeks

Las Greeks son las sensibilidades del precio de la opción con respecto a los subyacentes

y parámetros del modelo. Intuitivamente son una medida de cómo cambia el precio de la

opción cuando algún parámetro o variable (por ejemplo S2, σ y ρ) varia. Matemáticamente

esto es equivalente a calcular la derivada del precio de la opción con respecto a cada uno

de los parámetros. Para utilizar el algoritmo de Hua He para valuar opciones, debemos

asegurarnos que el algoritmo numérico aproxime con precisión las sensibilidades de la

opción de Margrabe.

Primero demostramos que el precio de la opción es homogéneo de grado 1. Usaremos este
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resultado junto al teorema de Euler para derivar el resto de las sensibilidades sin caer en

álgebra tediosa.

Lemma 4.6.1. El precio de la opción, C(s1, s2) = s1N(d1) − s2N(d2), que se desprende

de la ecuación (4.5), es homogéneo de grado uno en (s1, s2).

Demostración. Sea λ ∈ R, podemos deducir:

C(λs1, λs2) = λs1N

(
ln
(
λs1
λs2

)
+ 1

2
σ2T

σ
√
T

)
− λs2N

(
ln
(
λs1
λs2

)
+ 1

2
σ2T

σ
√
T

− σ
√
T

)

C(λs1, λs2) = λs1N

(
ln
(
s1
s2

)
+ 1

2
σ2T

σ
√
T

)
− λs2N

(
ln
(
s1
s2

)
+ 1

2
σ2T

σ
√
T

− σ
√
T

)
,

= λs1N(d1)− λs2N(d2) = λ (s1N(d1)− s2N(d2)) ,

= λC(s1, s2).

Por lo tanto C(s1, s2) es homogéneo de grado 1 en (s1, s2).

Primero vamos a hacer un cambio de numerario y expresar el valor de la exchange option

en términos de S2.

Ahora supongamos que en la demostración anterior λ = 1/S2. Siguiendo con la misma

lógica: (1/S2)C(S1, S2) = C(S, 1) o C(S1, S2) = S2C(S, 1) dónde S = S1/S2 y C(S, 1) es
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una opción call con precio de ejercicio $1 cuya solución es:

C(S, 1) = N(d1)St −N(d2)e
−r(T−t),

d1 =
1

σ
√
T − t

[
lnSt +

(
r +

σ2

2

)
(T − t)

]
,

d2 = d1 − σ
√
T − t.

De los resultados anteriores obtenemos

C(S1, S2) = S2C(S, 1) = S2 (SN(d1)−N(d2)) .

Debido a que C es homogéneo de grado uno, inferimos del teorema de Euler que:

C(S1, S2) = S1
∂C

∂S1

+ S2
∂C

∂S2

Esto implica que ∂C/∂S1 = N(d1) y ∂C/∂S2 = −N(d2).

Antes de continuar con la derivación de las sensibilidades, cabe la pena recordar:

N ′(x) =
1√
2π
e−x

2/2

4.6.1. Delta

La Greek Delta ∆ representa como la medida de la sensibilidad del precio de la opción con

respecto a cambios en el precio del activo subyacente. Además, usamos la greek delta como
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una medida de moneyness : la probabilidad de que la opción expire in the money.

∆1 =
∂C

∂S1

= N(d1),

∆2 =
∂C

∂S2

= −N(d2)

Gráficamente, podemos observar que a medida que n aumenta, el valor obtenido mediante

el método de He converge a la solución cerrada. Además, observamos que la convergencia

es desde arriba o desde abajo, no oscila alrededor del valor solución cerrada.

Figura 4.6. Delta S1 Figura 4.7. Delta S2

Los gráficos siguientes muestran que las diferencias entre ambos tienden a cero con n

creciente.
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Figura 4.8. Diferencia Delta S1 Figura 4.9. Diferencia Delta S2

4.6.2. Vega ν

Vega ν mide la sensibilidad de la opción con respecto a la volatilidad. Matemáticamente

es la derivada del valor de la opción con respecto a la volatilidad del activo subyacente.

Intuitivamente expresa la cantidad de dinero por activo subyacente que el valor de la

opción ganará o perderá a medida que la volatilidad aumente o disminuya en 1 %.

Primero vale la pena notar que ∂d2/∂σ1 = ∂d1/∂σ1 − ∂σ/∂σ1
√
t. Además ∂σ/∂σ1 =

(σ1 − ρσ2)/σ y análogamente para ∂σ/∂σ2.

ν1 =
∂C

∂σ1
= S1N

′(d1)
∂d1
∂σ1
− S2N

′(d2)
∂d2
∂σ1

= [S1N
′(d1)− S2N

′(d2)]
∂d1
∂σ1

+ S2N
′(d2)

σ1 − ρσ2
σ

√
t

= S2N
′(d2)

σ1 − ρσ2
σ

√
t = S1N

′(d1)
σ1 − ρσ2

σ

√
t

=
S1

√
ted

2
1/2

√
2π

(
σ1 − ρσ2

σ

)
ν2 =

S1

√
ted

2
1/2

√
2π

(
σ2 − ρσ1

σ

)
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Figura 4.10. Vega S1 Figura 4.11. Diferencia Vega S1

Figura 4.12. Vega S2 Figura 4.13. Diferencia Vega S2

4.6.3. Sensibilidad con respecto a la correlación

La sensibilidad con respecto a la correlación expresa la cantidad de dinero por activo

subyacente que el valor de la opción ganará o perderá a medida que la correlación entre
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los activos vaŕıe en 1 %. Formalmente,

∂C

∂ρ
= S1N

′(d1)
∂d1
∂ρ
− S2N

′(d2)
∂d2
∂ρ

= S1N
′(d1)

∂d1
∂ρ
− S2N

′(d2)

[
∂d1
∂ρ

+
σ1σ2
σ

√
t

]
= [S1N

′(d1)− S2N
′(d2)]

∂d1
∂ρ
− S2N

′(d2)
√
t
(σ1σ2

σ

)
= −S2N

′(d2)
√
t
(σ1σ2

σ

)
= −S1N

′(d1)
√
t
(σ1σ2

σ

)
,

∂C

∂ρ
= −S2N

′(d2)
√
t
(σ1σ2

σ

)
= −S1

√
ted

2
1/2

√
2π

(σ2σ1
σ

)
.

Intuitivamente, la opción carece de valor cuando ambos activos están perfectamente co-

rrelacionados porque si

1. los activos están perfectamente y positivamente correlacionados (ρ = 1), la opción

para intercambiarlos es análoga a la opción para intercambiar un mismo activo, es

decir Activo 1 por Activo 1,

2. los activos están perfectamente y negativamente correlacionados (ρ = −1), la opción

para intercambiarlos equivale a vender en corto uno de los activos.

De esto se desprende que la sensibilidad con respecto a la correlación (∂C/∂ρ) decrezca a

medida que incrementamos el valor absoluto de la correlación entre ambos activos (|ρ|).

Es decir, ∂C/∂ρ aumenta según cuán diśımiles sean ambos activos.

Gráficamente podemos observar que la sensibilidad a la correlación calculada usando el He

converge por debajo a la obtenida por la fórmula de Margrabe.
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Figura 4.14. Correlación Figura 4.15. Diferencia Correlación

4.6.4. Theta Θ

Theta mide la tasa de disminución en el valor de la opción debido al paso del tiempo.

Intuitivamente, theta siempre debe ser negativa porque a medida se acerca la fecha de

vencimiento, la opción se vuelve menos costosa.

Gráficamente, usando pasos de 100, observamos la convergencia entre theta calculada

usando la fórmula de Margrabe y el algoritmo de He.

Θ =
∂C(S1, S2, t)

∂t
= s1N

′(d1)
∂d1
∂t
− s2N ′(d2)

∂d2
∂t

= s1N
′(d1)

∂d1
∂t

+ s2N
′(d2)

[
∂d1
∂t
− σ

2
√
t

]
,

=
∂d1
∂t

[s1N
′(d1)− s2N ′(d2)] +

σN ′(d2)

2
√
t

=
σN ′(d2)

2
√
t

= −σS1N
′(d1)

2
√
t

= −σS1e
−d21/2

2
√

2πt

dónde usamos que S1N
′(d1)− S2N

′(d2) = 0.
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4.6.5. Gamma Γ

Gamma, Γ mide la tasa de cambio en la sensibilidad Delta con respecto a los cambios en

el precio subyacente. Matemáticamente, es la segunda derivada del valor de la opción con

respecto al precio del activo subyacente.

Aunque la diferencia entre la soluciones numérica y cerrada es pequeña, no observamos

convergencia para el número de pasos que podemos utilizar con nuestra computadora.

Esto es lo esperado ya que la segunda derivada parcial numérica es menos precisa y con-

verge más lentamente que las derivadas de primer orden en todos los métodos numéricos.

Posiblemente habŕıa que optimizar la programación o contar con más recursos compu-

tacionales

ΓS1 =
∂2C

∂S2
1

=
∂∆

∂S1

= N ′(d1)
∂d1
∂S1

= N ′(d1)
1

σS1

√
t

=
e−d

2
1/2

σS1

√
2πt

,

ΓS2 =
∂2C

∂S2
2

=
∂∆

∂S1

= −N ′(d2)
∂d2
∂S2

= N ′(d2)
1

σS2

√
t

=
e−d

2
2/2

σS2

√
2πt

ΓS1S2 =
∂2C

∂S1∂S2

= −N ′(d1)
1

σS2

√
t
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El valor de ΓS1S2 , que se lo conoce como cross gamma, mide la sensibilidad del delta de

un activo subyacente en respuesta a un cambio en el precio de otro subyacente.

Figura 4.16. GammaS1S1 Figura 4.17. Diferencia GammaS1S1

Figura 4.18. GammaS1S2 Figura 4.19. Diferencia GammaS1S2
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Figura 4.20. GammaS2S2 Figura 4.21. Diferencia GammaS2S2

Esto concluye nuestra prueba de la corrección del método de He. Como hemos observado

gráficamente, el algoritmo de He converge a la fórmula de Margrabe y a todas sus sensi-

bilidades de primer orden -Greeks-, lo que nos permite usar el método de He para valuar

opciones más complejas que no tienen solución cerrada.
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Caṕıtulo 5

Valuación de opciones multi-asset

5.0.6. Opción barrera sobre dos activos con payoff sobre un activo

Definición. Una opción multi-asset barrera call (put) con payoff sobre un activo es un

producto financiero que otorga el derecho a comprar (vender) un activo S1 en una fecha

predeterminada de expiración t1 y precio de ejercicio K, siempre y cuando el precio de

ningún activo {Si(·)}1≤i≤k toque o pase, antes de la fecha de expiración, la o las barreras

ubicadas en {Hi}1≤i≤k correspondientes a los precios de cada activo individual, con Hi >

Si(0) para todo i y H1 > K. La función de pago de estas opciones están dadas por:

(∏
i

Iτi>ti

)
(S1(t1)−K)±

donde τHi
= ı́nf{t|Si(t) = Hi} representa la primera vez que el proceso de precios de una

acción Si(·) toca el nivel Hi.

A continuación valuamos esta opción usando el algoritmo de He y comparamos nuestros

resultados con los de Sierag [34] quien valuó la misma opción usando un método numérico

diferente (árboles multinomiales recombinantes basados en el simplex de Pascal).

Usando los mismos parámetros que Sierag [34]:

41



S1 = $40 Sigma 1 = 0.2

S2 = $40 Sigma 2 = 0.2

Barrier 1 = $60 Strike (K) = $40

Barrier 2 = $60 r = 10 %

Obtenemos los siguientes resultados:

Número de pasos Precio (Sierag) Precio (Hua He) Diferencia

2 $ 3.338 $ 5.30287 $ 1.9648743

5 $ 3.338 $ 4.203377 $ 0.86537743

10 $ 3.338 $ 3.904368 $ 0.56636906

15 $ 3.338 $ 3.731011 $ 0.39301157

25 $ 3.338 $ 3.902513 $ 0.56451321

40 $ 3.338 $ 3.75920 $ 0.42120123

50 $ 3.338 $ 3.74800 $ 0.41

90 $ 3.338 $ 3.6664 $ 0.32843113

Observamos que el algoritmo de He converge a la solución de Sierag a medida que incre-

mentamos el número de pasos.
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5.1. Valuación de un derivado sobre 3-activos

En los próximos ejemplos vamos a mostrar el verdadero potencial del algoritmo de He:

valuar derivados financieros cuyo payoff dependa de más de dos activos subyacentes. Esto

es un problema que muy pocos métodos pueden resolver.

Comenzamos valuando una opción sobre tres activos subyacentes cuyos precios siguen un

sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas:

dSt,1 = µ1St,1dt+ σ1St,1dWt,1,

dSt,2 = µ2St,2dt+ σ2St,2dWt,2,

dSt,3 = µ3St,3dt+ σ3St,3dWt,3,

donde Wt,1,Wt,2 y Wt,3 representan tres procesos de Weiner correlacionados con una es-

tructura de correlación: 〈Wt,1,Wt,2〉 = ρ12dt, 〈Wt,2,Wt,3〉 = ρ23dt y 〈Wt,1,Wt,3〉 = ρ13dt.

Usando la descomposición de Choelesky de la matriz de correlaciones, podemos expresar

el sistema como funciones de tres movimientos Brownianos no-correlacionados. Zt,1, Zt,2 y

Zt,3:

dSt,1 = µ1St,1dt+ σ1St,1dZt,1

dSt,2 = µ2St,2dt+ σ2St,2ρ12dZt,1 + σ2St,2

√
1− ρ212dZt,2

dSt,3 = µ3St,3dt+ σ3St,3ρ13dZt,1 + σ3St,3ρ
∗
23dZt,2 + σ3St,3ρ

∗
33dZt,3

con

ρ∗23 =
ρ23 − ρ12ρ13√

1− ρ212
y ρ∗33 =

√
1− ρ212 − ρ223 − ρ213 + 2ρ212ρ23ρ13

1− ρ212
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A continuación, construimos el árbol basándonos en las instrucciones en [19]. Primero,

construimos una matriz A, real, ortogonal y de tamaño (3 + 1), tal que la última columna

de A sea (1/
√

3 + 1, . . . , 1/
√

3 + 1) y definimos la matriz ε =
√

3 + 1A. Por ejemplo, 1

sea:

A =



1/2 1/2 1/2 1/2

−1/2 1/2 −1/2 1/2

−1/2 −1/2 1/2 1/2

1/2 −1/2 −1/2 1/2


y ε = 2A =



1 1 1 1

−1 1 −1 1

−1 −1 1 1

1 −1 −1 1


.

Usando esta matriz y la ecuación 6 del paper de He, definimos el proceso N -variado,

(N +1)-nominal para modelar los precios de los activos Sn, donde N representa el número

de activos en nuestro modelo. Más expĺıcitamente tenemos que:

Snk+1,1 =



Snk,1 + µ1

Snk,1
n

+ σ1S
n
k,1

1√
n

= Snk,1

[
1 +

µ1

n
+

σ1√
n

]
Snk,1 + µ1

Snk,1
n
− σ1Snk,1

1√
n

= Snk,1

[
1 +

µ1

n
− σ1√

n

]
Snk,1 + µ1

Snk,1
n
− σ1Snk,1

1√
n

= Snk,1

[
1 +

µ1

n
− σ1√

n

]
Snk,1 + µ1

Snk,1
n

+ σ1S
n
k,1

1√
n

= Snk,1

[
1 +

µ1

n
+

σ1√
n

]

Snk+1,2 =



Snk,2 + µ2

Snk,2
n

+ σ2S
n
k,2ρ12

1√
n

+ σ2S
n
k,2

√
1− ρ212

1√
n

Snk,2 + µ2

Snk,2
n
− σ2Snk,2ρ12

1√
n

+ σ2S
n
k,2

√
1− ρ212

1√
n

Snk,2 + µ2

Snk,2
n
− σ2Snk,2ρ12

1√
n
− σ2Snk,2

√
1− ρ212

1√
n

Snk,2 + µ2

Snk,2
n

+ σ2S
n
k,2ρ12

1√
n
− σ2Snk,2

√
1− ρ212

1√
n

1Cualquier matriz A real, ortogonal y de dimensión (N + 1) puede ser usada para construir el árbol de
He. En la sección anterior construimos un árbol para tres activos usando una matriz A diferente.
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Snk+1,3 =



Snk,3 + µ3

Snk,3
n

+ σ3S
n
k,3ρ13

1√
n

+ σ3S
n
k,3ρ

∗
23

1√
n

+ σ3S
n
k,3ρ

∗
33

1√
n

Snk,3 + µ3

Snk,3
n
− σ3Snk,3ρ13

1√
n

+ σ3S
n
k,3ρ

∗
23

1√
n
− σ3Snk,3ρ∗33

1√
n

Snk,3 + µ3

Snk,3
n
− σ3Snk,3ρ13

1√
n
− σ3Snk,3ρ∗23

1√
n

+ σ3S
n
k,3ρ

∗
33

1√
n

Snk,3 + µ3

Snk,3
n

+ σ3S
n
k,3ρ13

1√
n
− σ3Snk,3ρ∗23

1√
n
− σ3Snk,3ρ∗33

1√
n

A primera vista, parece complicado, pero esencialmente es igual que antes pero con dos

adiciones. Primero, en cada hoja necesitamos agregar una rama más. Segundo, en cada hoja

necesitamos guardar el valor del precio del tercer activo Sk,3. Eso significa que debemos

incrementar en una unidad el largo del array que almacena la información de los distintos

precios en cada hoja. A pesar de su simplicidad, el hecho de que el tiempo de corrida

del algoritmo sea exponencial produce que al extenderlo a tres activos, éste se vuelva

extremadamente lento y computacionalmente demandante.

5.1.1. Valuación de un derivado sobre el máximo de tres Activos

Usando el algoritmo de He valuamos un derivado de tipo Europeo sobre el máximo de una

canasta de tres activos con el siguiente payoff:

Payoff = max
{

max
{
S1, S2, S3

}
- Strike , 0

}
Como ejemplo, asignamos los siguientes valores a a los parámetros:

Valores

s1 = 200 s2 = 250 s3 = 220

σ1 = 0.3 σ2 = 0.2 σ3 = 0.25

ρ12 = 0.75 ρ13 = 0.65 ρ23 = 0.85

r = 0.10 years = 1 strike = 200
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Obtenemos los siguientes resultados:

Resultados

n Número de nodos Precio

2 15 74.0259744

3 35 74.99011278

4 70 74.40457779

5 126 75.18483582

6 210 75.13564695

7 330 75.17755785

8 495 75.53678955

9 715 75.30246598

10 1001 75.49909209

11 1365 75.40471516

donde n es la cantidad de pasos temporales en la cual dividimos un año.

5.1.2. Valuación de un derivado con una barrera sobre tres activos

La belleza del algoritmo de He es que puede manejar múltiples complicaciones en la estruc-

tura de pago, como varias barreras, barreras sobre uno o mas activos, ejecución temprana,

etc. Comenzamos imponiendo una sola barrera B para los tres activos: si alguno de los

precios de los activos es mayor a B, el derivado paga $0.

Como en el caso de las opciones barrera sobre dos activos subyacentes, cuanto más alta es

la barrera, menor es la probabilidad de que sea superada. Cuando la barrera es demasiado

alta (por ejemplo B > $450), el precio de la opción es igual al caso previo sin la barrera.

Es decir la existencia de barreras en estos casos no aportan nada, porque la probabilidad

de tocarlas es ı́nfima.
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En el siguiente ejemplo el precio de la opción es 0 si S1 y S2 superan la barrera de $250.

Precio de la opción

Barrera n=4 n=5 n=6 n=7

150 0 0 0 0

200 5.128245 6.054164 4.47021 4.901368

250 31.52419 33.29289 26.45618 27.21867

300 57.4443 48.1868 51.23144 57.75089

350 66.42184 68.26443 70.64444 67.63219

400 74.40458 73.68289 73.8286 73.63368

450 74.40458 75.18484 75.13565 74.68948

500 74.40458 75.18484 75.13565 75.17756

Gráficamente

El valor al cual observamos que converge es el precio de la opción sin barreras.

Repetimos el ejercicio con una barrera sobre la primera acción:
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Precio de la Opción

Barrera n=4 n=5 n=6 n=7

150 0 0 0 0

200 5.128245 6.054164 4.46516 4.901321

250 30.92838 32.93549 25.93598 26.91083

300 56.20493 45.47819 49.29446 56.55191

350 63.20406 64.71529 69.25135 62.87337

400 74.40458 68.84465 71.61922 71.89428

450 74.40458 75.18484 75.13565 73.24046

500 74.40458 75.18484 75.13565 75.17756

Gráficamente

A pesar de que nueve pasos no sean suficientes para verificar la convergencia del algoritmo,

observamos que no converge monótonamente ni desde arriba ni abajo como en los casos

anteriores.

Repetimos el mismo ejemplo pero con una barrera sobre S2.
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Precio de la Opción

Barrera n=4 n=5 n=6 n=7

150 0 0 0 0

200 0 0 0 0

250 2.376145035 2.286330941 2.010621004 1.777187302

300 22.341575 23.18583469 24.86479698 26.59576948

350 49.67256737 57.13099658 58.16433797 55.52954105

400 67.40166995 72.34230352 70.20451285 68.12430348

450 73.2644152 74.84990514 74.1432211 73.71227248

500 74.40457779 75.18483582 75.03949744 75.00650788

Gráficamente

En ambos casos observamos que los precios de las opciones oscilan, pero la convergencia

es lenta. Por cuestiones técnicas no resulta posible extender el árbol a más de 7 pasos

temporales porque la cantidad de memoria necesaria agota los recursos computacionales

disponibles.
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5.2. Explicación del código

Tal como podemos imaginarnos, existen diferentes formas de programar el algoritmo de

He. Mi código, por ejemplo, hace uso de una libreŕıa de Python creada para teoŕıa de

grafos, Networkx. La elección de usar esta libreŕıa en particular se debe a que es realmente

sencillo implementar nodos y vértices, y realizar operaciones sobre ellos.

Por otro lado, para implementar el algoritmo de He necesitamos construir un árbol con

N+1 vértices por nodo, dónde N representa la cantidad de activos de riesgo que queramos

modelar. Supongamos que N = 2, para implementar el paper de He debemos construir un

árbol con tres “estados del mundo” (o sea, cada nodo tiene 3 sucesores): ”Arriba”, ”Sin

Cambio” y ”Abajo”. Por consiguiente, en el primer paso temporal vamos tener 4 nodos

por activo, en total 8 nodos, contando los árboles de cada activo.

A pesar de que esta forma de razonar es correcta existe una manera de optimizar el código

ya que de esta forma no explotamos el hecho de que los estados del mundo son los mismos

para cada activo. Teniendo en cuenta este detalle, modificamos el código e implementamos

solo un árbol para ambos activos. Lo importante es que en cada nodo debemos almacenar

tres (o sea N + 1) ”informaciones”: los valores de los activos 1 y 2 y el valor del proceso de

inducción hacia atrás (backward induction). Después de un paso temporal, de esta manera

tenemos solo 4 nodos, comparando con 8 en la versión anterior, esto representa una gran

mejora.

Sin embargo y a pesar de nuestra mejora, con unos pocos pasos, el algoritmo de He pronto

se convierte en computacionalmente inviable, ya que el tiempo de corrida es proporcional

al número de pasos temporales.
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5.3. Limitaciones

El algoritmo de He tiene dos problemas fundamentales. Aún si optimizásemos el código

para que corra lo mas rápido posible, el tiempo de corrida se incrementa exponencialmente

con el número de pasos temporales, es decir el algoritmo no corre en tiempo lineal.

Más allá de las limitaciones computacionales, no podemos utilizar el algoritmo de He

para valuar opciones path-dependent, porque habŕıa que almacenar en cada nodo todos

los posibles caminos desde la ráız del árbol hasta ese nodo en particular para cada paso

temporal, y aśı con cada nodo en el árbol, lo que resulta inviable.
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Conclusión

En este trabajo estudiamos con detalle las propiedades de convergencia algoritmo de Hua

He y mostramos como usarlo para valuar opciones sobre dos y tres activos subyacentes. Si

bien tiene limitaciones, el mayor mérito del algoritmo de He es que preserva la completitud

de mercado. Esto significa que toda reclamación contingente es replicable mediante un

portafolio auto-financiado. Al poder replicar cualquier estructura de pagos, existe una

única medida de riesgo neutral. Al haber una única medida de probabilidad neutral al

riesgo, no hay posibilidades de arbitraje en el mercado.

La forma con la cual llevamos a cabo el estudio de las propiedades técnicas del método fue

usándolo para valuar un producto (la opción de Margrabe) cuya valuación ya ha sido estu-

diada y su solución tiene una fórmula cerrada. Más allá de comparar que el valor converja

al valor teórico, también nos cercioramos que el He pueda aproximar correctamente todas

las Greeks de la opción de Margrabe. Una vez estudiadas las propiedades del modelo, lo

usamos para valuar: 1- una opción barrera sobre dos activos con payoff sobre un activo, 2-

un derivado sobre el máximo de tres activos y 3- un derivado con una barrera sobre tres

activos subyacentes.

A modo de conclusión, podemos argumentar que, a pesar de sus limitaciones, el He puede

ser usado, no solo en la teoŕıa sino también en la práctica, para valuar correctamente

opciones y productos h́ıbridos con dependencia débil de la trayectoria multi-activos con y

sin barreras.
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