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Resumen

El objetivo de esta tesis es el de aplicar técnicas de aprendizaje reforzado para gene-
rar estrategias de frading basadas en el arbitraje estadistico para el mercado de large cap
U.S. Equities. En particular, se analiza si las estrategias obtenidas mejoran a las estrategias

presentes en la literatura, tanto en un entorno de simulacién como en datos histéricos.
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1. Introduccion

La definicion formal de un arbitraje consiste en la existencia de un portafolio que obtenga un
beneficio siempre no negativo, positivo con probabilidad mayor a cero, y cuya inversién inicial
sea a costo cero o negativo. Informalmente, un arbitraje constituye una oportunidad de obtener
dinero gratis (“money for nothing”). Equivalentemente, si se tienen dos portafolios A y B tales
que el payoff del portafolio A es mayor o igual al de B, y con probabilidad positiva es mayor,
entonces el precio del portafolio A es mayor al de B. La ausencia de arbitraje es el concepto
fundamental de las finanzas modernas. Una nocién mds débil es la ley del dnico precio (Law
of one price, LOOP) que nos dice que dos portafolios con igual payoff en todo estado deben
tener igual precio. Si este no fuera el caso, se podria comprar el portafolio barato y vender
el caro obteniéndose una ganancia instantdnea sin riesgo alguno. Este supuesto bdsico resulta
equivalente a la existencia de una representacion por betas, y a la existencia de un retorno en la
frontera eficiente (ver Cochrane [2009, capitulo 6).

Abhora bien, en la vida real rara vez uno encuentra oportunidades de arbitraje o violaciones
de la ley del tnico precio verdaderamente operables. La mayoria de las mal llamadas “opor-
tunidades de arbitraje” (e.g. statistical arbitrage, corporate/risk arbitrage, volatility arbitrage,
etc.) que algunos actores del mercado (e.g. hedge funds, investment advisors, etc.) explotan
no constituyen un arbitraje en el sentido estricto de la definicién. En la préctica, usualmente
construyen estrategias cuyo payoff es positivo con alta probabilidad, pero en general hay una
probabilidad no nula de perder dinero. El arbitraje estadistico (statistical arbitrage) constituye
uno de estos estilos de inversion, que se basa en el uso de sefiales construidas mediante métodos
estadisticos para encontrar oportunidades de inversion con retornos esperados altos usualmente
con portafolios que se construyen neutrales al mercado.

El aprendizaje reforzado (Reinforcement Learning, RL) es una rama del aprendizaje esta-
distico (Machine Learning/Statistical Learning, ML) cuyo objetivo es optimizar problemas de
decision multi-periodo usualmente estocasticos. Las estrategias de arbitraje estadistico que se
conocen de la literatura en general son greedy y solo intentan optimizar el retorno a un dia, sin
tener en cuenta el retorno o costos de transaccion que se originardn en los dias subsiguientes al
abrir una posicion.

La afirmacion principal de esta tesis es que es posible mejorar las estrategias de arbitraje



estadistico conocidas mediante metodogias del aprendizaje reforzado. Considerando una venta-
na de tiempo y las decisiones futuras a realizar en esta ventana, es posible encontrar estrategias
con rendimientos estadisticamente superiores a las estrategias bésicas greedy.

Este trabajo se estructura de la siguiente forma: en la seccion 2 se hace una revision de la
literatura, abarcando los trabajos del arbitraje estadistico y del aprendizaje reforzado que pre-
sentan técnicas generales de estas dreas; en la seccion 3 se explican los métodos de aprendizaje
estadistico y aprendizaje reforzado que se utilizan en esta tesis, y las estrategias del arbitraje
estadistico que se usan como base para entrenar nuevas estrategias; en la seccién 4 se detalla la
forma en la que se obtuvieron los datos histéricos que se usan para evaluar las estrategias; en la
seccion 5 se explican los nuevos métodos introducidos en esta tesis asi como los detalles de la
estimacion de los modelos; la seccidn 6 contiene los resultados empiricos obtenidos. Por dltimo,
la seccion 7 detallan las conclusiones del trabajo y las posibles lineas de investigacién futura.
Por completitud, en el apéndice se incluyen demostraciones matematicas de algunos resultados

utilizados.



2. Revision literaria

2.1. Arbitraje estadistico

El Arbitraje Estadistico (Statistical Arbitrage) constituye una de las estrategias mas popula-
res en hedge funds cuyo trading es sistémico o algoritmico (ver Avellaneda 2013). Se origina en
los 90s con la estrategia de pairs trading en Morgan Stanley, basada en encontrar activos cuyo
spread sea estacionario y abrir posiciones long-short para operar el spread entre las mismas.

El trabajo de Avellaneda y Lee (2010) es fundacional dentro del drea ya que presenta una
formulacién general que siguen este tipo de estrategias e introduce una estrategia simple basada
en el andlisis de componentes principales (Principal Components Analysis, PCA) y el modelo de
Ornstein-Ulhenbeck (OU). De acuerdo a este articulo las principales caracteristicas de Arbitraje

estadistico son:

1) Las sefales de trading se obtienen de forma sistemdtica, es decir basado en reglas no

discrecionales.

1) Se aproxima a ser neutral al mercado o, mas generalmente, neutral a los factores de riesgo

identificados.
ii1) Se basa en utilizar métodos estadisticos para identificar y explotar retornos excedentes.

En un primer paso se aplica PCA para “replicar” un activo mediante un portafolio de acti-
vos, o alternativamente se utilizan Exchange Traded Funds (ETFs) sectoriales para construir un
portafolio long-short, llamado portafolio de arbitraje, cuyo retorno esperado (incondicional) sea
cero. Luego se plantea que en el largo plazo este portafolio deberia tener retorno cero y por lo
tanto, las desviaciones del retorno de este portafolio respecto a su media deben ser temporales
y revertirse en el tiempo. Se modelan entonces los retornos de este portafolio con un modelo de
tiempo continuo de Ornstein-Ulhenbeck. Al discretizarlo se obtiene un modelo autoregresivo
de series de tiempo AR(1). La estrategia de Avellaneda y Lee abre posiciones en este portafolio
cuando su retorno acumulado se desvia de la media de forma significativa y las cierra cuando
este revierte cercano a la media.

Otra condicién que considera esta estrategia para decidir si abrir una posicién es que la

reversion a la media sea lo suficientemente rdpida, esto se implementa mediante una restric-



cion de la forma k > k.., donde el pardmetro « es la velocidad de reversion del modelo de
Ornstein-Ulhenbeck. Otro aporte importante del trabajo es como elegir la cantidad de factores
de PCA, esto puede ser de forma estitica o dindmica, ya que como observan durante las crisis
el nimero de factores que explican un porcentaje alto de la varianza de los activos disminuye
considerablemente. También introducen una mejora de la estrategia basica basada en considerar
los datos de volumen de operacion, lo que llaman trading-time. Las sefiales son re-escaladas de
acuerdo al volumen con el que se operaron respecto del volumen medio, cuando operan con un
volumen alto se disminuye su intensidad. Por lo tanto comprar un activo que cae fuertemente
pero con alto volumen se ve desalentado.

En el articulo de Yeo y Papanicolaou (2017)) se introduce una mejora a la estrategia de
Avellaneda y Lee que filtra los activos basado en medidas de bondad de ajuste (goodness-of-fit).
especificamente, utilizan el R? de la regresion de series de tiempo como medida de bondad de
ajuste, si este no es suficientemente alto se restringe el activo para operar durante el periodo.
En la prictica implementan esto descartando el 50 % de los activos con peores valores del R?.
Otra forma en la que se puede implementar es simplemente una restriccién para cada activo de
la forma R* > R? ,,.

Por dltimo mencionamos el reciente pre-print de Pelger et al. (2021) que también desarro-
llan un marco conceptual para el arbitraje estadistico e introducen metodologias de Aprendizaje
Profundo (Deep Learning) para construir estrategias. El marco conceptual coincide con las tres
etapas del trabajo de Avellaneda y Lee, aunque ellos lo formalizan con mayor generalidad. Los

tres pasos consisten en:
1) Identificar activos similares para generar portafolios de arbitraje.
i1) Extraer senales de desviacion temporal de los activos similares.
i11) Una politica de asignacidn de posiciones en los portafolios de arbitraje.

En cuanto al primer punto utilizan nuevamente modelos de asset pricing, especificamente
el modelo de 5 factores de Fama-French (ver Fama y French |1993; Fama y French [2015)), fac-
tores basados en PCA, y factores latentes condicionales estimados con andlisis de componentes
principales instrumental (IPCA) (ver Kelly et al. 2019). En el segundo paso consideran como

referente para comparar el modelo de Avellaneda y Lee (2010), al que modifican con una fun-
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cién de asignacién mas general que la del cuadro [I] mediante un modelo de Redes Neuronales
Feedforward (FNN). El segundo modelo que consideran es uno no paramétrico basado en la
Transformada Répida de Fourier donde luego se utiliza una FNN para filtrar los coeficientes pe-
quefos removiendo el “ruido” en la representacion. El tercer y principal modelo que introducen
es uno que obtiene las sefiales utilizando Redes Neuronales Convolucionales (CNN) y trans-
formadores, que forman una de las arquitecturas mds exitosas para reconocimiento de patrones
como visién computacional y procesamiento de lenguange natural (NLP). Para el problema de
asignacion de pesos utilizan nuevamente FNN, que se plantea en todos los casos como un pro-
blema de optimizacion que se resuelve para datos de los primeros cuatro afios que no se usan
para evaluar el rendimiento del algoritmo, es decir la evaluacién del algoritmo se hace out of
sample. Una observacion importante es que, al menos en las estrategias que estudian, lo mas
importante es la extraccion de sefales a la hora de mejorar el desempeio del algoritmo. Los
distintos modelos de factores que se utilizan y la asignacion de los pesos son importantes pero
no fundamentales.

Por dltimo, destacamos también los articulos de Boyd et al. (2013) y Boyd et al. (2017), que
si bien no son particulares a estrategias de arbitraje estadistico, especifican una estructura fle-
xible en la que plantear un problema de inversion multi-periodo y resolverlo mediante métodos

de optimizacién convexa.

2.2. Aprendizaje reforzado

El aprendizaje reforzado tiene como objetivo encontrar soluciones aproximadas problemas
de decision multi-periodo estocésticos. Un problema con estas caracteristicas en general pue-
de ser resuelto de forma exacta en principio mediante el método de programacién dindmica.
Sin embargo, salvo en problemas pequeios o en los casos particulares que admiten soluciones
analiticas, el método de programacion dindmica resulta computacionalmente inabordable. Es
en este caso que se aplican métodos de resolucién aproximada para encontrar politicas subopti-
mas que tengan un buen rendimiento en la practica. Es por eso que algunos autores se refieren
al drea como Programacion dindmica aproximada (Approximate Dynamic Programming). Las
técnicas utilizadas en RL incorporan ideas clasicas de la programacion dindmica en conjunto

métodos del Aprendizaje estadistico (Statistical Learning) o Aprendizaje de maquinas (Machi-



ne Learning, ML). El Aprendizaje reforzado profundo (Deep Reinforcement Learning, DRL)
hace referencia al uso de aproximaciones por redes neuronales profundas para las funciones de
valor o politicas.

Los libros de Bertsekas (2012), Bertsekas y Tsitsiklis (1996), Bertsekas (2019) y Bertsekas
(2022a) dan una introduccion al drea desde la programacién dindmica. Los autores son referen-
tes del area en la que han probado importantes resultados tedricos de convergencia de varios
métodos. La notaciéon que utilizan es propia de la teoria de control y difiere de la utilizada
mayoritariamente en el drea.

La otra referencia que usamos es el libro de Sutton y Barto (2018)), que es el libro de referen-
cia canénico del drea. Este libro tiene un enfoque mds computacional ya que como la mayoria
de los autores del tema, viene de las ciencias de la computacion. El énfasis estd aqui en explicar
los algoritmos prestando atencién a su implementacion y evaluar eficiencia en la practica més
alla de los fundamentos tedricos.

También se consideran los libros de referencia del area de ML como Hastie et al. (2009)
y Bishop (2006) para los detalles de implementacion de métodos de regresion, clasificacion
y de redes neuronales utilizados en los algoritmos de Aprendizaje Reforzado. Para el método

bootstrap se consultan las referencias Efron y Tibshirani (1986) y Efron y Tibshirani (1994).



3. Marco teorico

3.1. Aprendizaje estadistico
3.1.1. Analisis de componentes principales

Sea X € RV*P una matriz de N x p que consiste de N observaciones (filas) de p variables
o regresores (columnas). Toda matriz posee una descomposicion por valores singulares (SVD)
que la factoriza como

X =UDVT. 3.1

donde U € RV*P, D,V € RP*P con U y V matrices con columnas ortonormales y D =
diag(ds, ..., d,) diagonal cond; > dy > --- > d, > 0.
Recordamos que la matriz de covarianzas muestral estd dada por S = XTX/N, y salvo

escalar se sigue de la ecuacion [3.1]que su descomposicion por autovalores estd dada por
X'X =vD*V". (3.2)

Los autovectores v; (i.e. las columnas de V') son las direcciones de las componentes princi-
pales de X (Jolliffe 2005)).

Dado un vector de pesos w € RP, este define una nueva variable que es una combinacion
lineal de las p variables originales, cuyas observaciones estan dadas por z = Xw y su varianza
muestral es

var[z] = 27 2/N = w' X" Xw/N.

En particular, las variables z; = Xw; se llaman las componentes principales de X. Se sigue
de la factorizacién que la primera componente principal z; = Xv; tiene la mayor varian-
za muestral entre todas las direcciones posibles (es decir entre w normalizados). Méas atn, su

varianza esta dada por

var[z] = v] VD*V v /N = d3/N.

Se sigue de la ecuacion que la primera componente principal z; = Xwv; también puede
expresarse como z; = u;d;. Por lo tanto u; es la primera componente principal normalizada.
Andlogamente, la segunda componente principal zo = Xwv, es la variable con mayor varianza

restringida a (), el complemento ortogonal de 2, y asf sucesivamente.



Para ilustrar la solidez de este método aplicamos PCA a las tasas (yields) de los bonos del
Tesoro de los Estados Unidos (U.S. Treasuries). Primero consideramos la matriz Y € R?!18x10
de yields para periodos mensuales desde enero 2005 hasta febrero 2023 y vencimientos de 3
meses a 30 afios, obtenidas de Federal Reserve Economic Data (FRED). Luego tomamos las
diferencias mensuales en las yields y los estandarizamos, llamando X a la matriz resultante.
Aplicamos PCA en X y graficamos los primeros tres autovectores obtenidos en la Figura

Notablemente, con solo 3 autovectores podemos explicar el 70 % de la varianza de las yields.

0.4 4
0.2 1
0.0 4
_0.2 -
—— 1ler Autovector
—0.4 - 2do Autovector
' —— 3er Autovector

T T T T T T T T T T
G53M GSeM G551  GS2 G653 G55 G657 GS10 G520 G530

Figura 1: Autovectores de la descomposicion PCA para los movimientos en U.S. Treasury

yields para el periodo 2005-2023.

Se observa claramente que el primer autovector tiene casi el mismo peso para todos los ven-
cimientos. Esto nos dice que lo que explica la mayor parte de la varianza en los cambios de tasas
es un aumento/caida de tasas a lo largo de toda la curva (i.e. para todos los vencimientos). Esto
se conoce como un desplazamiento en paralelo (parallel shift) de la curva de tasas. El segundo
autovector tiene pesos fuertemente positivos (respectivamente negativos) en la parte corta (resp.
en la parte larga) de la curva. Las tasas se mueven en esta direccién cuando aumentan las cortas

y disminuyen las largas, o viceversa (salvo un signo) cuando disminuyen las cortas y aumen-
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tan las largas. Estos movimientos se conocen como aplanamiento (flattening) y empinamiento
(steepening) de la curva de tasas. Estos dos tipos de movimientos son por lejos los mas comunes
y estudiados en el andlisis de la curva de tasas, y es interesante observar que aqui los hemos
redescubierto de una forma puramente estadistica. Mds atin, con PCA confirmamos empirica-
mente que estos movimientos explican la mayor parte de la varianza en los movimientos de
curva. De hecho, de los autovalores asociados sabemos que el desplazamiento paralelo explica
aproximadamente el 40 % de la varianza y los aplanamientos/empinamientos un 20 % de esta.
El tercer autovector nos muestra un aumento (resp. una caida) de tasas en los vencimientos in-
termedios (2 a 10 afios) y una caida de las tasas cortas y largas, y explica cerca de un 10 % de la
varianza.

Consideremos los retornos de p acciones en una ventana de tiempo de 7' dias, esto define
una matriz R = (Ry;) € R?*?, donde por ejemplo T puede ser 180 dfas y p podria ser 500
para el caso de los componentes del indice S&P 500. En realidad nos importan los retornos
excedentes por sobre la tasa libre de riesgo, para la cual tomamos la Fed Funds rate o de un
fondo money market y le restamos al retorno de la accién el retorno a un dia en esta tasa. Las
componentes principales de una matriz en general dependen de la escala de las columnas, asi
que primeramente estas se estandarizan X;; = (R;;—p;)/o; restandole la media y dividiendo por
el desvio estindar muestral. Mds atn dado que 7' < p, la matriz de covarianza muestral resulta
singular en este caso, con lo cual se la regulariza sumandole la identidad por una constante
pequena

S=5+nI,
e.g. v ~ 107°. Esto vuelve a la matriz de covarianzas definida positiva, es numéricamente mds
estable para ser invertida y tiene los mismos autovectores que V' modificando solamente los
autovalores a los que se suma .

La componente principal u; = (1/d;)Xv; son los retornos excedentes estandarizados del
llamado j-ésimo eigenportfolio. En otras palabras, hay un portafolio con pesos dados por w; =
(w1, ..., wy;) tal que u; son sus retornos estandarizados. Esto se sigue de que u; tiene varianza
uno y media cero, luego:

Vjj

uj = (1/dj)XUj = (1/dj)zvini = Z (dez') (Rz - Mi) = Zwini - u(uj). 3.3)

i

Esto es, los pesos del j-ésimo eigenportfolio son w;; = v;;/(d;o;).
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3.1.2. Regresion por componentes principales

Es muy comtn querer regresar observaciones de una variable y € R” por variables expli-
cativas dadas por X € R™V*P, atin cuando tenemos demasiadas variables (p) o muy pocas ob-
servaciones (/NV). En este caso, la regresion por cuadrados minimos ordinarios (Ordinary Least
Squares, OLS) puede resultar inestable (si N < p no hay solucién tnica) y suele tener un mal
comportamiento fuera de muestra pues sobreajusta a los datos (fendmeno conocido como over-
fitting). En estos casos puede utilizarse PCA como un método de regularizacion y de reduccion
de dimensién donde nos quedamos con las primeras /' componentes principales 21, ..., 2k
de X para K menor que N. Luego se hace una regresién de y sobre estas variables que son

ortogonales por construccion, con lo cual es una suma de regresiones univariadas
K
y=yl+ E Bizj,
j=1

donde f; = (y,2;)/(z,2) y 1 denota al vector de unos N dimensional. El supuesto que
subyace en esta regresion es que las componentes principales, las direcciones que explican la
mayor varianza de las X, también explicardn en gran medida la varianza de y. Este método se

conoce como regresion por componentes principales (Principal Components Regression, PCR).

3.1.3. El método de Bootstrap

El método de bootstrap es una técnica general para medir la precision de un estadistico.
Supongamos dadas observaciones Z = (z, ..., z)y) independientes idénticamente distribuidos
(iid), donde z; (i = 1, ..., n) sigue la distribucién F' con F' desconocida. Sea S(Z) un estadis-
tico, es decir una funcién de la muestra. La idea central del bootstrap es la de hacer muestreo
con reposicion de la muestra original Z, del mismo tamafio que la muestra original. Este proce-

dimiento se repite B veces (por ejemplo B = 100 6 B = 1000), obteniendo muestras
Z0 =0 20y p=1,.... B

Luego de las muestras bootstrap se puede estimar cualquier aspecto de la distribucién de S(Z2).
Debemos calcular S(Z(®)) para cada b y esto nos da una forma de simular una distribucién

aproximada de S(Z). Por ejemplo, el estimador bootstrap de la varianza de S(Z) es

—9)?, (3.4)



B

donde S = Z S(Z®)/B. Damos ahora una explicacién més detallada de por qué el bootstrap
b=1

funciona. La muestra original define una distribucién F' que asigna probabilidad 1/N a cada

observacion z; (si hay repeticiones como ocurre en modelos discretos, notamos que la proba-
bilidad para un valor z observado k veces es k/N). La distribucién " se llama la distribucién
empirica de la muestra. Cuando estimamos la varianza siguiendo la ecuacién [3.4] simplemente
estamos haciendo Monte Carlo para generar B muestras de tamafio N que se distribuyen i.i.d.

F. Porla Ley de los grandes nimeros

B
1 —
57 2(8(2") = 5)? = Var[S(27)), (3.5)
b=1
donde Z* = (2F,...,z%) esiid. F. Si pudieramos simular la distribucién F sin costo, atin sin

conocerla, entonces bootstrap no es necesario y seria absurdo utilizarlo ya que estamos reem-
plazando F' por F sin necesidad. Pero cuando lo tnico que tenemos es una muestra, bootstrap
nos permite reutilizarla para estimar errores estindar de estimadores, intervalos de confianza,
etc. Esto es crucial cuando no se conocen formulas cerradas para estos. La desventaja que tiene
bootstrap es que es computacionalmente costoso ya que requiere re-estimar el estadistico S(2)
B veces.

El bootstrap no solo funciona en el caso de muestras i.i.d., puede aplicarse para un modelo
probabilistico general. Por ejemplo el caso en que z; = (x;, y;) y se estima un modelo funcional
Y = f(X) + ¢ donde ¢ es un error con media cero independiente de X. En general podemos
pensar que hay un modelo probabilistico P que genera las observaciones Z = (z1, ..., zx). Con
las observaciones lo primero que se hace es estimar el modelo probabilistico, obteniendo P.En
el caso particular del modelo funcional uno estima una funcién f de acuerdo a algun criterio.
Dado el modelo estimado, nos interesa conocer informacién de la distribucioén de por ejemplo
un parametro =25 (Z) estimado que determina (parcialmente) P.Es importante aclarar que
aqui debe estimarse el modelo completo P, y no hay una técnica general pero si soluciones ad-
hoc para cada caso. El bootstrap procede en segunda instancia a obtener muestras a partir del
modelo estimado P. Este segundo paso puede hacerse de forma paramétrica o no pardmetrica.

Supongamos que queremos aplicar bootstrap en el caso de un modelo de regresion lineal:
T
yi =Bz + e,
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donde los errores ¢; se asume que siguen una distribucién F' desconocida con E(g;) = 0y
los x; son constantes (no aleatorios). Supongamos que 3 se estima por el método de cuadrados

minimos ordinarios, luego B estd dado por
B=(XTX)"'XTy.

Para poder aplicar bootstrap especificar el modelo probabilistico total, por lo tanto debemos
poder estimar F'. Si bien no conocemos los errores, podemos calcular los errores estimados o
residuos

& =Yi— BT%’-
Luego, podemos aproximar la distribuciéon F' por la distribucion empirica de los residuos, es

decir F es:

Pa(c = &) = 1/N.

Luego tenemos una estimacién del modelo completo P = (3, F) dada por P = (3, F). Luego

para generar una muestra bootstrap tomamos

O = a4 e® o1 N (3.6)

~(b . oY F . . . .
donde 55» ) se generan haciendo muestreo con reposicion de los residuos, es decir con la distri-
bucién F'. Si nuestro interés es la distribucion del estimador 3, podemos reestimarlo para cada

muestra bootstrap por cuadrados minimos
B(b) — (XTX)_IXTy(b).

Notamos que esto puede hacerse de forma vectorizada para todas las muestras bootstrap a la
vez concatenando los () en una matriz con B columnas. Si queremos estimar la varianza de
Bj, la calculamos como en la ecuacion para los Bj(.b). Si suponemos que los errores siguen
una distribucién normal ¢; ~ N (0, 0%) entonces alternativamente podiamos estimar 62 por

N

6= S (- ), (3.7)

i=1
y luego obtener las muestras bootstrap siguiendo pero simulando égb) ~ N(0,5?). Este es
un método bootstrap completamente paramétrico, mientras que el anterior es semi-paramétrico

(es solo paramétrico para obtener B pero no para F). También podriamos haber aplicado el
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método bootstrap bésico donde directamente hacemos muestreos con reposicion de la muestra
(z1,...,2n), este método no tiene ningtin supuesto extra sobre los datos salvo que se generan
de forma independiente idénticamente distribuida. La eleccion de que método bootstrap utilizar
depende fundamentalmente de la confianza que tenemos en el modelo.

Notamos que por la definicién de se obtiene que la varianza del los B* obtenidos por
bootstrap es

Var[5*] = (XTX) o (3.8)

ﬁ
. . 2 .
como para cualquier modelo lineal. Pero o, es simplemente
N

2 1 1N AT
UINZ Z /B'T’La

=1 =1

e

que solo difiere de 62 de en una constante. Con bootstrap estimamos por Monte Carlo
(haciendo infinitas muestras, obtendriamos @ exactamente), y como vemos esta formula es
muy similar al estimador plug-in usual de la varianza de 3 dado por (X7 X )52

De hecho, se puede pensar a la distribucion de los B* obtenidos por bootstrap como un
método aproximado de obtener una distribucién a posteriori de 3 con un prior no informativo
en el sentido Bayesiano (ver Hastie et al.|[2009, Capitulo 8). La ventaja es que esta distribucién
se obtiene mds facilmente, sin tener que especificar formalmente un prior y sin tener que aplicar
métodos costosos para obtener muestras a posteriori (i.e. métodos de Markov Chain Monte
Carlo). Es por eso que la distribucion bootstrap puede pensarse como una posteriori del pobre,

obtenida a bajo costo.

3.2. Aprendizaje reforzado
3.2.1. Programacion dinamica estocastica

Introducimos un problema de decision multi-periodo estocdstico general, ya que el objetivo
del Aprendizaje reforzado es resolver de forma aproximada esta clase de problemas. Conside-
ramos en primer lugar los problemas de horizonte finito ya que son matemdticamente menos
complejos y ademads son utilizados en este trabajo. Sea N la cantidad de periodos o pasos del
problema. En el periodo k-ésimo se tiene un estado ;. que sintetiza toda la informacién relevan-

te para el problema en adelante. A su vez se tiene un control uy, que debe pertenecer al conjunto

13



de “controles admisibles” Uy (zy). Por dltimo, en cada periodo hay una variable aleatoria wy, cu-
ya distribucién puede depender de x; y uy (pero no de los estados o controles anteriores) que

determina el siguiente estado de acuerdo a la ecuacién de dindmica:
T+1 = fk(xk,uk,wk), k= 0,...,N— 1. (39)

Por otra parte, se tiene una funcién de costo del periodo gy (x, ux, wy) y una funcién de costo
final gy (zy). El problema informalmente consiste en encontrar los controles 6ptimos en cada
estado y periodo de forma tal de minimizar el costo total. Para formalizar esta idea debemos

introducir el concepto de una politica.

Definicion 3.2.1. Una politica . es una tupla de funciones (i, - . ., fiy—1) que asignan a cada
estado z, un control p () € Uk(xy) (i.e. satisface las restricciones de los controles), para

cada periodo k =0,..., N — 1.

Observacion 3.2.2. Esta definicién es necesaria en el caso estocastico ya que al aplicar un
control no sabemos en qué estado vamos a estar en el siguiente periodo, por lo tanto tenemos
que definir qué vamos a hacer en cada estado posible. En el caso deterministico es suficiente
definir una secuencia de controles (uy, . . ., uy_1) y el problema consiste en encontrar un 6ptimo
entre estas secuencias. Una politica es un objeto mds general que una secuencia de controles ya

que se adaptan al estado en el que se encuentra el problema en cada periodo.

El problema de la Programacion dindmica estocastica (Stochastic Dynamic Programming,

SDP) consiste en:

N-1
min [E Z Ik ( Tk, o (Tr), wi) + gy (2N)
HOs-- s N —1 k=0 (3.10)

sujeto a fuy(vx) € Ug(wr), Tr1 = fr(n, pr(wr), wi)
para un x, dado. Aqui min se refiere al problema de minimizacién, aunque el minimo puede o
no alcanzarse, mas formalmente deberiamos hablar del infimo del problema. Dada una politica

14, se tiene una funcién de costo de la politica J* dada por:

N—-1

JH(z9) =E ng(ﬁk,ﬂk(%),wk) + gn(zN)

para cada estado z,. Una politica * es ptima si resuelve el problema [3.10] es decir:

TV (20) = J*(20) = rnl'll_rll JH(z0)

ne
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para todo estado x(, donde II denota al conjunto de todas las politicas y J* denota a la funcién

de costo 6ptimo del problema.

3.2.2. El algoritmo de programacién dinamica

Esta clase de problemas puede resolverse en teoria por el algoritmo de programacion di-

ndmica (DP). Se define Jy (zy) = gn(zn) es decir como el costo final, y para cada k =
0,...,N —1sea
Ji(xr) = err[1]1r(1 )E L (@r, ur, wi) + Ji gy (fie (@, g, wy)) ] (3.11)
Uk E\Tk

entonces J; es la funcién de costo Gptimo del problema. Mas atin la politica jif () estdado
por el control u; que hace que se alcance el minimo en la ecuacion La dificultad estd en
que, en la préictica, este problema de minimizacion estocdstica puede ser muy dificil o costoso
de resolver y hay que recurrir a aproximaciones. Atn en el caso de un espacio de estados y
controles finitos, el algoritmo de Programacion dindmica requiere una cantidad exponencial
de operaciones en funcién de la cantidad de periodos y ripidamente se vuelve inmanejable
en general. Salvo contados casos en los que la esperanza y la minimizacion tienen férmulas
cerradas analiticas, este método no es suficiente para atacar el problema.

Notamos que el algoritmo de DP hace una induccion hacia atrds (backward induction) par-
tiendo desde la funcidn de costo final y encontrando de forma recursiva las funciones de costo
6ptimo del problema empezando en cada paso. El algoritmo se basa en el principio de optima-
lidad que nos dice que la cola de una politica 6ptima, es decir (uj, .. ., it _1), es Optima para el
subproblema de cola partiendo desde periodo k. En cada paso que resolvemos la ecuacién (3.11

podemos encontrar también la politica 6ptima como:

pi(xy) = argmin E [g (g, up, wp) + T (fu(@n, we, wi)] (3.12)
ug €U (mk)
Alternativamente se pueden calcular las funciones de costo Jjj, ..., Jy_;, J anticipadamente,

lo que suele llamarse off-line y luego a la hora de controlar calcular on-line la politica de acuerdo

a la ecuacion(3.12
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3.2.3. El método de Rollout

Un método que permite mejorar una politica (0 mds generalmente una heuristica) es el
algoritmo de Rollout. En caso de tener una politica suficientemente buena, el algoritmo de

rollout puede obtener una mejora sustancial y cercana a 6ptima. Supongamos dada una politica

p= (fo,--.,pn—1)y denotemos J; () a la funcién de costo de la politica desde el estado zy,
es decir
N-1
T(e) =B | Y golws, ps(@s), ws) + gy (an) | - (3.13)
s=k

Se define al rollout de la politica p como:
fix(xy) = argmin E [gk(xk,uk,wk) + Ji o (fe(, w, wk))] (3.14)
up, €Uy (1)

Es decir, el rollout de una politica elige el control 6ptimo en este periodo asumiendo que
se utilizard la politica p desde el siguiente periodo en adelante. La politica o solo se usa a la
hora de calcular el costo del futuro, pero nunca es utilizada al aplicar el rollout. En el periodo
siguiente (k+1) para calcular la politica jix1(x11) se vuelve a buscar el minimo en la ecuacién
B.14con Ji',, en lugar de J}',,.

Para aplicar el rollout en la practica hay que lidiar con tres aproximaciones en simultdneo.
Primero debemos conocer las funciones J;'(x)) de costo de la politica i y esto en general
requiere de simulaciones de Monte Carlo para calcular la esperanza en [3.13] Luego estd la
esperanza en la ecuacion que también en general se calcula por Monte Carlo. Esto puede
hacerse de forma conjunta al paso anterior siempre que el horizonte (V) del problema no sea
demasiado largo, estimando directamente lo que se llama el ()-factor de la politica u definido

formalmente por:

Qp(wr, ur) = E [gr(xn, wp, wy) + Ty (Frlan, up, w))] -

El @)-factor de una politica nos dice cual es el costo de aplicar un control u; en el estado
x, y en adelante aplicar la politica p. Para estimarlo podemos simplemente aplicar el control
ug, en el paso k£ y de ahi en adelante seguimos aplicando la politica ;¢ en M simulaciones. Por

esperanzas iteradas y la Ley de los grandes nimeros se obtiene que

M N

1 i i DY o i

> (gm,uk,w,&m > gsugms(xg»,wm+gN<xSV>>> — Qe u) (3.19)
i=1 s=k+1
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donde la flecha denota convergencia en probabilidad (o mds aln, convergencia casi segura).

Una vez resuelta esta aproximacion segun la cual obtendremos ()-factores aproximados
@Z (2, uy), debemos resolver el problema de minimizacién de la ecuacién m En el caso que
los controles formen un conjunto finito esta minimizacion puede hacerse de forma exhaustiva,
aunque a veces esto puede ser muy costoso. En tal caso métodos mds avanzados como Monte
Carlo Tree Search (MCTS) se utilizan para reducir el costo computacional de las simulaciones
de Monte Carlo, explorando mds profundamente los controles mas promisorios a cuenta de los
menos prometedores. En otros casos el espacio de controles puede ser continuo y entonces hay
que aplicar métodos de Programacion no-lineal (Non-Linear programming) como el método del
gradiente, método de Newton, etc.

El algoritmo de rollout es muy util ya que puede ser utilizado on-line, esto es, cuando es-
tamos en el paso k-ésimo en el estado zy, resolvemos de forma aproximada la ecuacion [3.14]
para elegir el control a utilizar. Una propiedad formal que tiene el rollout es la de policy impro-
vement, es decir que mejora a la politica base sobre la cual lo aplicamos, al menos cuando la

minimizacion se hace de forma exacta.

Proposicién 3.2.3. Sea ;1 = (po, ..., n—1) una politica para el problema y denotemos

por it = (fio, - - -, fin—1) al rollout de esta politica, entonces

() < J(x), k=0,...,N.

Demostracion. Ver apéndice [A] O

3.2.4. Anticipacion multipaso

El método de rollout se conoce también como anticipacion de un paso (one-step lookahead),
ya que los costos futuros se calculan usando la politica base a partir del siguiente periodo. Una
generalizacién importante es minimizar sobre ¢ pasos hacia adelante para recien en adelante usar
la politica base . Este método se conoce como anticipacién multipaso (multistep lookahead).

El problema a resolver es

k+0—1
- ml’n~ E gk(xk, U, wk) + Z g(xsa ﬂs(xs)a ws) + J;iﬂre(l’kM) . (316)
Uk s k4150 Mk +1—1 m—k+1
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con z;, dado. Notamos que debido a que el problema es estocdstico, en el periodo k£ + 1 en ade-
lante debemos especificar politicas y no simplemente controles ya que no sabemos en que estado
vamos a estar en el futuro. Esto aumenta la complejidad de resolver este problema fuertemente.
Para simplificar esto se pueden utilizar heuristicas como Equivalente certero (Certainty Equiva-
lence, CE) en el cual se reemplazan los w por sus valores medios para “apagar” la aleatoriedad
del problema, ya que aqui los siguientes estados solo dependen de los controles y son finitos si
estos lo son. En algunos casos cuando las w; sean variables aleatorias discretas y tomen finitos
valores y los controles también lo sean, es posible aplicar multistep lookahead sin especificar
las politicas subsiguientes completamente, alcanza con especificarlas sobre los finitos estados
posibles para z,, con s = k+1,...,k + ¢ — 1. La complejidad del problema en general crece
de forma exponencial con la cantidad ¢ de pasos en el futuro atin en los ejemplos estocdsticos
mas simples, con lo cual ¢ suele ser pequefo. Al igual que en el rollout, a 1a hora de controlar
el problema se aplica el control u; que realiza el minimo en se descartan los controles
[bkt1y - - -5 kro—1, Y S€ pasa al estado 1 donde se vuelve a aplicar multistep lookahead.
Cuando no hay alternativa a encontrar las politicas fixi1, ..., fix1¢—1 para todo el espacio
de estados en general esto pasa a ser un método off-line, ya que usualmente requiere aplicar
métodos de regresion o clasificacion para encontrar estas funciones. Por ejemplo, para hacer
2-step lookahead una forma de resolver este problema de forma aproximada es la siguiente:
Primero hacer M simulaciones de x,(;il encontrando el control ug’il para cada una de ellas por
rollout. Luego por métodos de clasificacion se ajusta una funcion i1 (2541, 7) de acuerdo a un
modelo paramétrico (e.g. lineal feature-based, redes neuronales, etc.) segtn el pardmetro r. Una
vez obtenida i1 = pg11(—,7) se procede a aplicar rollout resolviendo el siguiente problema:

fir(xx) = argminE [gi (2, ug, we) + 9(@trs frrr (Te1), werr) + Jpyo(@ee)] - (3.17)

Ug
3.2.5. El método del horizonte movil

Hasta ahora hemos desarrollado la teoria bajo la hipétesis de un horizonte finito, esto es
donde el nimero de periodos N es finito. Pero por otra parte existen muchos problemas cuya
formulacién es naturalemente de horizonte infinito, i.e. con una cantidad de periodos no acota-
das. En muchos casos existe un estado terminal al cual una vez que se llega no hay costo y el

problema termina, aunque no sabemos cuantos pasos necesitamos para llegar hasta este, como
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por ejemplo en un juego de ajedrez. En otros casos no hay estados terminales y se suele des-
contar los costos para garantizar bajo ciertas condiciones la buena definicién del problema. El
problema de horizonte infinito suele formularse entonces como:
o0
minE | 3" a*g(, (), wy)
S (3.18)
sujeto a pu(zy) € U(xy), Topr = f(Tr, p(@r), wi)
con o dado y donde v € (0, 1]. Notamos que el costo y ecuacién de la dindmica ya no dependen
del tiempo, son estacionarias. Por ltimo, si bien el problema a veces posee un horizonte finito
N, este puede ser demasiado grande (N > 0) y el problema resulta demasiado complejo o
costoso de abordar de forma directa.
Abhora bien, la teoria del horizonte finito puede aplicarse ain en todos estos casos mediante
el enfoque del horizonte mévil, también conocido como aproximacién de costo final. Simple-
mente se toma una cantidad de pasos H y se impone una funcién de costo final gy (xpipm) y

para cada paso k se resuelve el problema truncado hasta H pasos en el futuro:

k+H—-1
min E Z Js (3357 ﬂk(xS)a w5) + gH(karH)
okoseosfbop H—1 ) (3.19)

sujeto a fis(ws) € Us(ws), o1 = fols, p1s(s), wy)
con xz;, dado. Una vez que uno encuentra el control (aproximadamente) 6ptimo uj = pj(z), se
descartan todas las politicas posteriores (/i |, ..., /4 1), S€ €jecuta este control, se obtiene
el estado siguiente xy 11 = fi(zx, ul, wy) y se vuelve a plantear el problema truncado en k + 1
con el horizonte ahora H pasos adelante (i.e. en £ + 1 + H). Es por esto que se conoce a este
método como horizonte mévil, ya que en cada periodo se plantea un problema con un horizonte
a H pasos en el futuro que se va moviendo en paralelo con el paso del tiempo.

Notamos que en el caso de horizonte infinito donde la dindmica y el costo son estacionarias,
dado que usamos la misma funcion de costo final gy entonces el enfoque de horizonte mévil
produce una politica estacionaria p, es decir, la misma en todos los pasos. En el caso de hori-
zonte finito con N >> 0 tendremos el problema de [3.19] salvo para los ultimos pasos cuando
N — k < H en cuyo caso se puede resolver el problema original con gy ya que el horizonte ya
estd lo suficientemente cerca.

En general, el enfoque del horizonte mévil suele funcionar bien si la distribucién de pro-

babilidad del estado H pasos adelante es aproximadamente independiente del estado y control
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actual, o alternativamente si esta se concentra alrededor de estados de costo bajo. En tales casos
al truncar el problema no se lo altera demasiado, ya que en el primer caso el costo final sera
aproximadamente una constante fija sumada, mientras que en el segundo caso el costo final es

un término insignificante.

3.2.6. Problemas de informacion parcial de los estados

Hasta ahora implicitamente asumimos que el estado del problema xj, es observable, dado
que nuestro control es funcion del estado actual, i.e. uy = py(xy). Ahora bien, en muchos
casos este supuesto es demasiado fuerte y ya que existe incerteza sobre cual es el estado real
subyacente al problema. Podemos plantear esto de la siguiente forma: en cada tiempo se observa
Y que nos da informacién de cual es el estado subyacente xy, por ejemplo y, = z + €5 puede
ser una medicion con error del estado . Estos problemas son substancialmente mds complejos
en general y casi siempre se resuelven de forma subdéptima o aproximada. Se conoce a este
tipo de procesos como procesos de decision de Markov parcialmente observables (Partially
observable Markov decision process, POMDP).

Por otra parte, los problemas de informacion parcial pueden ser reformulados en un proble-
ma de informacioén perfecta (i.e. donde observo el estado) reemplazando el estado del problema
x, con la distribucion de probabilidad de que el estado sea x;, condicional a todas las observa-

ciones

donde [, denota el conjunto de informacion hasta el periodo k-ésimo. Esta probabilidad pue-
de ser calculada, al menos tedricamente, cuando el modelo probabilistico que relaciona las
observaciones con los estados se encuentra especificado, y funciona como estado para un pro-
blema reformulado. Estos estados se conocen como belief states. Notamos que ain cuando el
conjunto de estados xy, es finito, el conjunto de belief states es infinito, es el (n — 1)-simplex
A" = {(py,...,pn)| Dopi = 1, p; > 0} donde n es el nimero de estados, ya que estd
formado por todas las distribuciones posibles sobre los estados de x.

Consideremos un caso particular que es mas simple pero suficiente para nuestras necesida-

des. Este es el caso de un sistema con un pardmetros desconocido pero constante. Este ejemplo

se basa en la seccién 6.7 del libro Bertsekas (2022a) o el articulo Bertsekas (2022b). Supon-
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gamos que xj es perfectamente observable pero se tiene un pardmetro (multidimensional) 6

desconocido del cual depende la dindmica del problema segtin

Th1 = fe(or, 0, u, wy). (3.20)

Si bien no conocemos 6, tenemos una distribucién “a priori” sobre este pardmetro y podemos

estimarlo en base a la informacién de los estados y controles
I = (zo,. .., Tk, Ugy - - -, Ugp_1)
Sea by, (0) la probabilidad de # condicional a la informacion, i.e.
bp(0) =P(0]| 1) =P(O| xo, ..., Tk, ug, - ., Ug—_1)
Entonces podemos encontrar by 1 (6) por Bayes:
bry1(0) = P(0 | o, .. ., Thyr, o, - - - Uk) O P(pi | 2h, up, 0)bi(0) (3.21)

usando que la distribucién de xj. 1 solo depende de xy, u; cuando el pardmetro 6 estd dado. Sal-
vo una constante (que no depende de ) esto nos permite determinar la distribucion de by (6)
y nos define en conjunto con la dindmica de xj una dindmica para (zy, b;) que es el belief state
en este caso.

Supongamos que tenemos una politica i = (18, ..., u% ;) adaptada a cada valor de 6, que
puede ser éptima o subdptima para el problema con # conocido. El problema con 6 conocido es
en general més simple y puede atacarse con anterioridad, aunque debemos resolverlo para todo
6 posible. Podemos entonces aplicar rollout para encontrar una politica para el problema con 6

desconocido de acuerdo a

~ /7 9
fu (g, bp) = argmin [Eg [Ewk [9k($k797ukawk) + S (fr(@n, 0, ug, wy)) ’flwuk,e} ’[k}
uk €Uk (zk)
(3.22)
Notamos que la esperanza de adentro es respecto a wj condicional a que el pardmetro sea
igual a 6, mientras que la esperanza de afuera integra a 6 sobre todos los valores posibles,
condicional a la informacién hasta el periodo k-€simo, es decir de acuerdo a la distribucién
b(6). Observamos que no es necesario conocer la distribucién de 6 para poder aplicar este

método de rollout, alcanza con poder simular valores de 6 que sigan (aproximadamente) su
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distribucidn, esto en general es bastante mas fécil en el contexto Bayesiano. Para estimar los
(Q-factores dentro de la ecuacion podemos simular M/ parametros #), aplicar el control
en el primer paso y luego aplicar la politica /ﬁw en adelante similar a como hicimos en m
obtenemos un estimador consistente

M N
1 i i i i @/ (G i i
S (gk<xk,e<>,uk,w,i>>+ > gu@l, 09, <xg>>,w§>>+gN<x§J>)
i=1

s=k+1 (3.23)

— QZ(xka bk7 uk)

donde Q) (xy, by, ux) denota la esperanza dentro de la minimizacién en la ecuacién

3.3. Arbitraje estadistico

En esta subseccion introducimos la metodologia general de una estrategia de Arbitraje es-
tadistico siguiendo a Avellaneda y Lee (2010) y Pelger et al. (2021)) y explicamos en detalle la
estrategia de Avellaneda y Lee (AL) ya que sirve como base de nuestro enfoque.

Siguiendo el marco conceptual de Pelger et al. (2021), el método del arbitraje estadistico
consiste en: (1) Identificar activos similares para generar portafolios de arbitraje. (2) Extraer
sefiales de desviacion temporal de los activos similares. (3) Una politica de asignacidn de posi-

ciones en los portafolios de arbitraje. Vamos a tratar estas tres etapas o pasos por separado.

3.3.1. Portafolios de arbitraje
Consideremos un mercado compuesto por N activos operables. Para cada activo ¢ se denota
por It;; el retorno del activo a tiempo ¢, incluyendo pagos de dividendos. Esto es,

. Sit+ Diy — Sii—1
Ri,t = g )
it—1

donde S, es el precio del activo 7 a tiempo ¢, y D, ; el pago de dividendos en (¢ — 1,¢].

Se asume que existe un activo libre de riesgo operable, cuyo retorno a tiempo ¢ es I2f;. Enla
préctica se utiliza como tasa libre de riesgo la dada por la Fed Funds Rate. Alternativamente, se
puede tomar la tasa de un Treasury bill a un mes, o la tasa de un money-market fund. El retorno

excedente de un activo luego esta dado por
R; = R, — Ry.
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Se elige primero un modelo de factores f = (fi,..., fx)' que capturan el riesgo sistemético

de los activos. Luego se aplica este modelo para los retornos excedentes del activo i-€simo,

K
IS Zﬁi]’fj +ei =B f+ei, (3.24)

j=1
donde E[f;e;] = 0, E[e;] = 0. Notamos que permitimos que los /5 cambien con el tiempo

y dependan de la informacion hasta el tiempo ¢ — 1, es decir la ecuacion [3.24) cambia en el
tiempo, no se considera que los retornos sean estacionarios o i.i.d, lo que dificulta su estimacion
e implementacion en la prictica pero no en teoria. La notacioén atemporal en esta ecuacidn se
debe solo a una simplificacién notacional.

Los modelos de factores utilizados pueden ser varios y usualmente provienen de modelos de
asset pricing. Avellaneda y Lee (2010) utilizan factores construidos por PCA o también factores
dados por ETF sectoriales. Pelger et al. (2021)) utilizan factores basados en PCA, factores de
Fama-French (ver Fama y French 1993; Fama y French 2015), y factores latentes condicionales
estimados con andlisis de componentes principales instrumental (IPCA) (ver Kelly et al. 2019).

Se asume que estos factores son retornos excedentes de activos o portafolios operables. Si
llamamos Ry = (R{,, ..., ]e\,ﬂf)T al vector de retornos excedentes de los N activos considera-
dos en nuestro mercado, entonces el hecho de que los factores sean operables quiere decir que

existe una matriz w/” ; € RV*X tal que

N
e F pe
fix = E W, Ri,t
i=1

fe=(fie,-- -, fK,t)T = (th—l)TRf'

(3.25)

Es decir, la columna k-ésima de w! | nos dice cudles son los pesos a tiempo ¢ de los activos
en el k-ésimo factor. Por ejemplo, en el caso de factores dados por PCA, los factores son los
eigenportfolios y los pesos son los que calculamos en la ecuacién [3.3] En caso de que algunos
de los factores no sean operables siempre se los puede reemplazar por sus portafolios imitadores
(factor-mimicking portfolios, ver Cochrane 2009, seccion 6.3) proyectdndolos ortogonalmente
en el espacio de retornos excedentes. Luego en teoria este supuesto es innecesario.

Se define luego el portafolio de arbitraje i-€simo como el residuo de la regresion en la

ecuacion [3.24]
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K
=R, =Y Biarfie =R, — B, fi=R =B}, (w )R, (3.26)
j=1

Luego los residuos son también retornos excedentes de un portafolio operable donde se esta
long un ddlar del activo i-ésimo y short 3;; dolares en el factor j-ésimo paraj = 1,..., K. Se
suele llamar portafolio replicador del activo i-ésimo al dado por los pesos (w!”|)8;,-1 € RY.
Podemos dar luego una ecuacion lineal para todos los portafolios de arbitraje de forma conjunta
en términos de R¢,

gy =R — By (wl )RS = &, R, (3.27)

donde ®; | = 1y — B;_1(wl ;)" € R¥*VN Lamatriz ®;_, es la proyeccién ortogonal sobre el

complemento ortogonal del espacio de los factores.

3.3.2. Neutralidad a los factores y al mercado

Supongamos dado el modelo de factores como en la ecuacion Dado un portafolio II
definido por las posiciones netas (Q;)~, en délares cada activo, decimos que el portafolio es
neutral al factor j-ésimo si la sensibilidad del portfolio (i.e. el ) respecto a este factor es cero,

es decir

N

I
Bl =" 8,;Q: =0.

i=1
Decimos que el portafolio es neutral al mercado si es neutral a todos los factores. Implicita-
mente, estamos asumiendo que el modelo de factores da el precio de los activos, es decir el
factor de descuento estocdstico (stochastic discount factor, SDF’) se encuentra en el espacio de
los factores, i.e. m = a+b' f 0 al menos se tiene esto de forma aproximada. Si un portafolio es

neutral al mercado entonces sus retornos excedentes se deben exclusivamente a la exposicion al

riesgo idiosincratico de los activos pues,

N N K
%:ZQ’R?:ZQi Zﬁijfj+5i =
1=1 i=1 j=1
N

K N N
Z Z@j@i fi +2Qi5i = ZQ@-
j=1 Li=1 i=1 i=1

Los portafolios de arbitraje se construyen de forma tal sean neutrales al mercado, es decir a to-

dos los factores del modelo. Es decir, supongamos que se tiene una exposicion long al portafolio
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de arbitraje

K
e =R — Bl f=Ri =) Bif;.

J=1

Mis precisamente, se compra 1 délar long el activo i-ésimo y 3;; d6lares short el factor f; (que
en sf es un portafolio operable por [3.25)). Entonces el 3; de este portafolio es cero para todo j
ya que los residuos son ortogonales a los factores por definicién de la proyeccion ortogonal, o
por linealidad de los 3 y usando que el 3; de f; es uno.

Los portafolios de arbitraje son entonces proyecciones sobre el espacio ortogonal a los fac-
tores, y por lo tanto para un modelo de asset pricing exacto, su retorno esperado deberia ser
cero, es decir Ele;;] = 0. Notamos que para un modelo de asset pricing exacto debe valer
que E;_1[e;+] = 0 para todo ¢ lo que descarta la existencia de arbitrajes, pero esto en general
es dificil de cumplir para modelos empiricos ya que no conocemos el modelo de los retornos
reales y este probablemente puede ir cambiando en el tiempo lo que dificulta su especificacion.
Sin embargo, cuando el modelo es aproximado, es posible tener desviaciones temporales de los
residuos en el corto plazo con reversion a la media en el mediano o largo plazo. También, los
residuos deben estar débilmente correlacionados, ya que si no habria algtin factor sistématico
de riesgo no observado entre ellos.

Estas son las dos heuristicas sobre las que se basa el Arbitraje estadistico: encontrar residuos
cuyo retorno esperado condicional a la informacién a tiempo ¢ — 1 sea distinto a cero, es decir
E;_1[ei+] # 0, y abrir posiciones sobre un gran ntimero de residuos débilmente correlacionados

para obtener un retorno positivo con alta probabilidad.

3.3.3. Seiiales de arbitraje

El segundo paso consiste en extraer sefiales de arbitraje a partir de la serie de tiempo de los
retornos de portafolios de arbitraje. Las sefiales de arbitraje en general se basan en modelos de
series de tiempo paramétricos o no paramétricos. Se considera como input de las sefiales a los
daltimos L retornos,

Ezj‘:,t—l = (Eip—Ls- -+ Eig—1)
La sefial de arbitraje es una funcién 6 : R — RP que asigna una sefial 9(55,5) =041 € R?
que retiene toda la informacion relevante de la secuencia input. Es decir, estamos bajo el su-

puesto implicito que la sefial de arbitraje es un estadistico suficiente para extraer una estrategia.
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También estamos asumiendo que la serie de tiempo sigue una distribucioén estacionaria con-
dicional a los ultimos L retornos. Por tltimo, se utiliza el mismo modelo de sefial para todos
los portafolios de arbitraje (i.e. para todos los activos), luego bajo la misma sefial la estrategia
debe ser igual. Notamos por ¢;_ a la sefial aplicada a todos los portafolios de arbitraje, es decir
01 = (014-1,...,0N1-1) € RN>P_ Podemos pensar a la sefial de arbitraje como todas las ca-
racteristicas (features) relevantes de la serie de tiempo que serdn utilizados en el siguiente paso

para definir nuestra asignacion de posiciones. Es decir, dada una serie de L lags z,

0(z) = (6u(x),..., Op(2)),

donde 6,(x) me define el feature (-ésimo de la sefial. Por ejemplo, en Pelger et al. (2021) se

utiliza un filtro lineal invariante en el tiempo,

L
0= Wiaj,
j=1

es decir f(x) = Wx. En ese articulo utilizan como W a la transformada de Fourier discreta
primeramente, asi como luego filtros dados por una CNN. Alternativamente, se podria usar
como filtro a una transformada de wavelets.

Explicamos ahora la sefal que utilizan Avellaneda y Lee (2010) basados en un modelo
de tiempo continuo de Ornstein-Ulhenbeck para los residuos acumulados. Se consideran los

ultimos L residuos acumulados (o integrados de forma discreta):

k
Xp=> cirw, k=1, L (3.28)
=1

Se modelan a los residuos acumulados como observaciones discretas de un proceso OU. Esto es
X (t) satisface a la siguiente ecuacién diferencial estocéstica (Stochastic Differential Equation,

SDE, ver Shreve 2004, seccién 6.2):
dX(t) = k(p — X (t))dt + cdW (t). (3.29)

para k > 0y W(¢) un Movimiento Browniano. La siguiente proposicién nos da una férmula

para la solucion de esta SDE, y en particular determina la distribucion del proceso a cada tiempo.

Proposicién 3.3.1. Sea X (¢) un proceso de Ornstein-Uhlenbeck como en la ecuacion [3.29]

entonces su solucidn estd dada por:
t
X(t) = g+ e M(X(0) — 1) + o / 5T (s) (3.30)
0
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0_2(1_8—21€t)

En particular, X (¢) es normal con varianza 5

Demostracion. Ver apéndice O

Notamos que si en la ecuacién se hace tender ¢ a infinito entonces X (¢) es normal con

2

media p y varianza o,

= 0?%/2k. Esta varianza se llama la varianza de equilibrio o de largo
plazo. En el largo plazo, si X (¢) se encuentra muy lejos de su media ; sabemos que con alta
probabilidad volvera hacia esta.

Los pardmetros de modelo se estiman discretizando la ecuaciéon con un modelo de series de

tiempo AR(1). Luego la sefial de arbitraje de Avellaneda y Lee se define por:
04 (efo1) = (0,7, 6%, Xp, R?), (3.31)

donde agregamos el RR? siguiendo a Yeo y Papanicolaou (2017) para filtrar las sefiales de acuer-

do a esta medida de bondad de ajuste.

3.3.4. Politicas de asignacion de posiciones

La politica de asignacion define los pesos w; (weights) de los portafolios de arbitraje basado
en las sefiales que se extraen de ellos. En general estd dada por una funciéon w® : RP — R
donde w*(#;,_1) es el peso asignado al portafolio de arbitraje i-ésimo. En Pelger et al. (2021)
primero se asigna una familia de funciones w® € W,y luego se elige w® que maximiza el
Sharpe ratio o maximiza el retorno esperado (condicional a la informacién a tiempo ¢ — 1)
para un nivel de varianza dado, o mds generalmente una funcién de utilidad concava. Notamos
que aqui la politica solo considera el retorno a un dia, y se tienen en cuenta los costos de
transaccion respecto de la asignacion del dia anterior. La familia de funciones de asignacién
W en general estd dada de forma paramétrica, es decir se tienen w®(6;;_1,¢) donde ¢ es el
pardmetro sobre el que luego se optimiza para elegir los pesos. Denotamos por w; ; € RY a
la asignacién de pesos para todos los portafolios de arbitraje en forma conjunta lugar a lugar.
Asociada a esta tenemos una posicion en los activos w;—; = (wy4-1,...,WN 1) € RY, que
estd dada por ®, ;w? . Para que la maximizacion tenga sentido en general se suele imponer
alguna restriccién de apalancamiento (leverage). Pelger et al. (2021)) deciden normalizar los

pesos de los activos en la norma 1, es decir

wl . = (wtgq)Tq)tfl
U (wily) TR |y

(3.32)
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En Avellaneda y Lee (2010) la funcién que asigna los pesos es mds simple y estd basada
umbrales o limites de acuerdo a los cudles se abren o cierran posiciones. Se define el score

como:
P
/v 2k
El score mide la distancia del residuo acumulado al equilibrio (la media) medido en desvios
estandar de la misma, ya que 6/v/2k es un estimador del desvio estdndar de equilibrio o largo
plazo.
La estrategia de Avellaneda y Lee (2010) consiste en comprar (resp. sell short) el portafolio

de arbitraje ¢-ésimo cuando el score es bastante negativo (resp. positivo) y cerrar la posicion

cuando se revierta cercano al equilibrio. En més detalle, la estrategia es la siguiente:

abrir una posicién long si s < —s, —  cerrar una posicion long si s > —Sg

abrir una posicion short si s > S,s — cerrar una posicion short si s < S

Cuadro 1: Estrategia de Avellaneda y Lee (2010)

donde los valores de corte los determinan de forma empirica fuera de la muestra, y son los
mismos para todos los activos. Estos se toman en el articulo como s,; = s,s = 1,25, s.s = 0,75
y Sq¢ = 0,5. Mds atn, se impone una condicién de la forma x > k.;; para restringir solo

a portafolios de arbitraje cuya reversion a la media sea lo suficientemente rapida. Por dltimo

2
crit®

siguiendo a Yeo y Papanicolaou (2017) se impone una restriccién de la forma R? > R? ., es
decir si no se cumple esto el peso es cero.

Falta distribuir el capital disponible entre todos los activos que se desean operar, en este caso
las 500 acciones que componen al indice S&P 500. En el articulo se distribuye con igual peso

entre todos los activos disponibles y solo se ajusta el apalancamiento (leverage) que se desea

para el portafolio.

3.3.5. Apalancamiento, costos de transaccion y P&L

Supongamos que se tiene un capital (equity) F;_1 que en principio estd invertido en un
money-market fund y por lo tanto su retorno en el periodo ¢ es [y, que es conocido a tiempo
t — 1. Como el la subseccion [3.3.2} se denota por (Q;;—1)Y , a las posiciones netas en ddlares

cada activo antes del periodo ¢. Estas posiciones se mantendran durante el periodo ¢, luego del
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periodo en cada activo obtenemos

;,rtq = Qi1+ Qiy—1(Riy — Rypy) = Qiy1(1+ Riy — Ryy),

dodlares en el activo 1. Q;’rt_l es lo que llamamos la posicién post-trade en el activo i. Las
cantidades (), ; y Q:t—1 en general difieren, ya que luego del periodo ¢ se hace un cambio de las
posiciones del portafolio, la diferencia entre estas dos cantidades es lo que determina los costos
de transaccion.

Supongamos que hay un costo de transaccién fijo & > 0 que incluye las comisiones del
broker, spreads entre compra y venta, mas el posible impacto del portafolio en el mercado que
aqui no se modela. Por otra parte, se asume que hay un spread de 9 > 0 dado por comisiones del
broker para posiciones apalancadas. Cuando se vende en corto un activo riesgoso y se invierte el
dinero en el activo libre de riesgo, en realidad el broker nos paga R, — ¢. Similarmente cuando
se quiere comprar un activo de forma apalancada el broker nos pedird una tasa de Ry + 0
(i.e. la margin rate). Este ¢ se conoce como costo de tenencia (holding cost). Asumiendo que
siempre mantenemos la exposicion neta menor que el equity podemos suponer que el costo de
las posiciones long es cero dado que podemos directamente adquirir el activo con el capital

disponible. Mas precisamente, se definen la exposicion long y short respectivamente por

N N
Lioy =) max(Qiy1,0), Se1=» min(Qiy1,0).

i=1 =1
Se define la exposicion neta del portafolio como L; 1 + S;_1, y la exposicion bruta como

N

Lioy + S| = Z Qii—1] = |Qe-1ll1-

=1

Estamos bajo el supuesto de que la exposicion neta es menor que el equity, es decir

N
> Qisor=Lii+ Sim1 < By, (3.33)
=1

o alternativamente L, ; < E;_1 + |S;_1]|, lo que nos dice que siempre tenemos capital (nuestro
equity original més el que proveniene de las posiciones short) suficiente para adquirir nuestra
exposicion long sin pedir prestado al broker.

En la practica se toman & = 0,0005y 6 = 0,0001, es decir 5 bps de transaccién y 1 bps diario

para posiciones short, consistente con Pelger et al. (2021) y Boyd et al. (2017)). Notamos que
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en Avellaneda y Lee (2010) y Yeo y Papanicolaou (2017) se simplifica el problema tomando
0 = 0. Luego, la ecuacién de beneficios y pérdidas del portafolio (profit and loss, P&L) en cada

periodo esta dada por

N N N

Ey = (1+Rf,t)Et71+Z Qit—1(Rig—Rypi)—§ Z Qi 1— Q4 ol +0 Z min(Qi¢—1,0) =
i=1 i=1 i=1

(14 Ry Beer + QL Ry = €]|Qioy = Qo] — 6l min(Qe-1,0) 1. (3.34)

El primer término en la ecuacién [3.34]se debe a que el equity nos devenga la tasa libre de riesgo
(a un dia o el periodo que se considere), el segundo término es el retorno por las posiciones
en activos, el tercer término son los costos de transaccion y el dltimo se debe a los costos de
tenencia en posiciones short.

El apalancamiento (leverage) del portafolio se define como el cociente de la exposicion
bruta sobre el equity, es decir

N
> 1Qis—]

L.V - ) 3.35
-1 o (3.35)

Existen regulaciones sobre el apalancamiento, por ejemplo la Regulacién T de la Reserva Fe-
deral establece que este no puede ser mayor a 2 para ciertos fondos, asi como también limites
impuestos por el broker.

Se evalua la estrategia de dos formas, primero como un fondo long-short neutral al mercado
para un nivel de leverage dado, por ejemplo Pelger et al. (2021) usan A = 1 de acuerdo a la
ecuacion [3.32] Por otra parte Avellaneda y Lee (2010) evaluan la estrategia con un leverage de
A = 242 = 4, es decir 2 veces el capital en las posiciones long y short respectivamente.
Otra alternativa es un lo que se llama un fondo 130 — 30, muy usual dentro de los fondos
administrados. Mds precisamente se tiene 30 % del capital en posiciones short y 130 % long, es
decir L = 1,3E y |S| = 0,3E. Esto puede ser simplemente invertir el capital en un indice (e.g.
S&P 500) y usar este equity como colateral de un portafolio long-short neutral al mercado.

Los pesos w; (weights) se relacionan con las posiciones segin

Qi,t—l 2
— O

Qi,t—l = wi,t—lEt—l-

Notamos que los weights en general no suman uno, esto ocurre para un portafolio long-only sin

apalancamiento, aunque por nuestro supuesto en [3.33|1a suma de los weights esta acotada por

30



uno. Observamos que el leverage definido en[3.35]se puede calcular como la norma uno de los

weights, es decir
N

Ay = E |wz’,t—1| = ||wt—1||1-
i=1
Por dltimo notamos que para relacionar posiciones (resp. pesos) en los portafolios de arbitraje

con posiciones (resp. pesos) en los activos, estos se relacionan a través de la matriz ¢, ; definida
en En detalle, si damos posiciones Q¢ ; € R para los portafolios de arbitraje, entonces

las posiciones en los activos estd dada por

Qi1 = q):—lQi—l'
Esto puede verse por
Q1 Rf = (QF_1) &1 Ry = (Q51) e,
donde usamos la ecuacién [3.27]en la ultima igualdad. Luego, el capital se puede asignar en los

portafolios de arbitraje por
A A1 B4
it = "0 [|[ @il

donde u; € {—1,0, 1} es la sefial dada por el score en el Cuadro y O;_1 < N es el nimero de

(3.36)

posiciones abiertas (long o short) atiempot — 1y ||®; ;1|1 es la norma uno de la fila i-ésima
de ®, ;. De esta forma se obtiene una estrategia con apalancamiento menor o igual A;_; ya que

se tiene la siguiente cota,

€ € A 1By
1Qeally = 1911 Q7 11l < NP 11 [|QF 1 lx < <Z| ) tOt f = N1 By,

donde usamos que la norma ||®/ ,||; es el maximo de las norma uno de las filas de ®;_;.
Para evaluar las estrategias se utiliza el Sharpe ratio ex post anualizado, que se define como
el cociente del retorno excedente medio anualizado sobre su volatilidad (i.e. su desvio estandar).

Especificamente, dado el equity E; por la ecuacion |3.34] entonces,

E,—E, 4
Ry, = 4+ —~—1
11t Etfl 9
T
252
i="25N"(Ru, - R
ILL T ( H,t f7t)7

Q>
I

71 2 ((Bne = Ry) = 1/252)",

t=1

SR =

SHRS
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4. Datos

El objetivo propuesto es evaluar estas estrategias en el mercado de U.S. equities large-cap,
dado por las componentes del indice S&P 500. Este indice se compone de aproximadamente 500
acciones de compaiiias listadas en Estados Unidos que poseen el mayor nivel de capitalizacion.
En abril de 2022 el capital necesario para ingresar a esta lista era de $14.6B (billions o miles de
millones de ddlares).

Ahora bien, el listado de componentes es dindmico y se actualiza periédicamente de acuerdo
a las compaiiias que salen del indice pues valor de mercado cae, son disueltas o adquiridas por
otra empresa (e.g. Under Armour, First Republic Bank, SVB Bank, Twitter, etc.) y las empresas
cuyo valor sube (e.g. Tesla, Moderna, T-Mobile US, etc.) y pasan a formar parte del indice.

Dado que este listado dindmico no se conoce a ciencia cierta ya que es propiedad de S&P
500 Dow Jones Indices, se utilizan ciertos supuestos simplificadores. En realidad, nuestra prin-
cipal motivacién para usar large-cap equities se debe a que siendo las mds importantes, suelen
ser también las que poseen mercados con mayor profundidad y operan altos volumenes diarios.
Se evaluan las estrategias con las acciones que actualmente forman parte del indice S&P 500
y que tengan durante los ultimos 10 afios al menos un valor de mercado suficiente para ser
mid-cap. Esto es para evitar que se opere en acciones small-cap donde nuestro modelo y sus
suspuestos pueden dejar de ser realistas por la falta de liquidez en estas acciones individuales.
Por otra parte, como las estrategias son neutrales al mercado, el impacto que pueden tener los
sesgos generados (e.g. survivorship bias) por estas simplificaciones debe ser marginal. Esto
nos da un mercado de N = 451 acciones sobre las cudles evaluaremos el rendimiento de las
estrategias por backtesting en los dltimos 10 afios. Se obtienen los datos de precio de cierre
ajustado por dividendos y stock splits de estos activos a través de Yahoo! Finance. Para la tasa
libre de riesgo se utiliza la Fed Funds Effective Rate que se obtiene de FRED. Si bien no es una
tasa operable en forma directa, puede accederse a un retorno similar a través de fondos money

market.
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5. Metodologia

5.1. Estimacion de los parametros de los modelos

Dado que las estrategias que se introducen siguen la formulacién del arbitraje estadistico
introducido en la subseccion debemos especificar como se estiman estos modelos en la

préctica.

5.1.1. Estimacion del modelo de factores

El modelo lineal de la ecuacion se estima por ejemplo por OLS obteniendo Bt_l €
RY*E y por lo tanto residuos &; para cada activo. En nuestra implementacién usamos una
ventana movil de 7' = 252 retornos pasados para obtener los factores de PCA, es decir aproxi-
madamente un afio. Para estimar (3, _; se utiliza una ventana de . = 60 dias. Esta configuracién
coincide con la utilizada en Avellaneda y Lee (2010) y Pelger et al. (2021). Se usan ventanas
moviles de estimacion relativamente cortas porque los retornos de un pasado distante no son
siempre econdmicamente relevantes y no reflejan el comportamiento presente de los activos.
Es decir, se cree que el modelo no es estacionario, y para resolver esto se aplica esta heuristica
simple pero muy utilizada en la practica.

Alternativamente, se pueden aplicar métodos de regresion adaptativos (e.g. Flexible Least
Squares, Exponentially Weighted Recursive Least Squares, etc., ver Tsagaris [2010; Montana
et al. 2009) que permiten que los Bt se vayan ajustando con el tiempo a los datos mads recientes.

Por otra parte, cuando algunos de los factores no son operables y se usan factor-mimicking
portfolios entonces también se debe estimar la proyeccion ortogonal de estos en el espacio de
retornos, esto en general requiere de una regresion con regularizacion pues usualmente se tiene
que N > T.

En la implementacion de este trabajo utilizamos factores dados por PCA los cuales son
utilizados en una regresion por OLS. Esto es equivalente a aplicar PCR como explicamos en la
subseccion

Al estimar los factores por PCA y realizar una regresion por OLS para calcular los f3,, encon-
tramos que los portafolios de arbitraje generan demasiados costos de transaccion por rebalanceo

al tener posiciones abiertas. Esto se debe a que las matrices ®; y ®;_; difieran de forma signi-
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ficativa, ya que la fila :-ésima determina el costo de transaccion al tener una posicion abierta en

el portafolio de arbitraje i-ésimo. Ahora bien,
(I)t = ]1N - Bt(th)Ta

donde w! son los pesos obtenidos por PCA. Por lo tanto, este costo puede ser grande debido a
cambios en los Bt estimados en cada tiempo, o debido cambios en los pesos de PCA w/". Mds

especificamente, el costo de transaccion base del portafolio 2-ésimo esta dado por
EN®ie — Pipalh = €5 (W) = By (wily) ",

donde @, ; (resp. BM) denota la fila ¢-ésima de la matriz en cuestion.

En una primera instancia consideramos que la causa de los costos se debia principalmente
a los pesos w{" de PCA y por lo tanto pensamos en alternativas a estos. Una alternativa posible
es utilizar Sparse Principal Component Analysis (SPCA) de Zou et al. (2000) en lugar de PCA.
SPCA encuentra aproximaciones w; ralas (sparse, es decir con muchos ceros) de los pesos w!”
mediante una modificacién del método /asso (o ¢1) adaptado al problema de PCA. La idea es que
estos nuevos factores descarten los pesos mds pequenos que resulten en “noise trading”. En la
practica esta idea no funciond ya que aumenté los costos de transaccion, probablemente debido
a que estamos agregando dos nuevas aproximaciones, con lo cual fue descartada. También se
considero la metodologia de Interpretable Sparse Proximate Factors de Pelger y Xiong (2022),
pero también resulté en un aumento de costos de transaccion.

Luego consideramos una idea mds simple pero efectiva, a la hora de estimar los ; en la
regresion agregarle una penalidad de acuerdo a los costos de transaccién. Mds especificamente,

en lugar de OLS se plantea el siguiente problema,
1 t
, F\T pej|2 F\T F \T
min | 7 > IR = A R + MG = @l ) T SD
K s=t—L+1
donde en el segundo término || ||; ; denota a la norma uno “element-wise”, es decir la norma uno
de la matriz vista como un vector aplanado. El pardmetro A es un pardmetro de regularizacion
que especifica el trade-off entre el mean squared error (MSE) y el “costo de transaccion prome-
dio”. Notamos que el costo de transaccion con este método en general tampoco es cero, ya que

al cambiar w!" y w!” , el término de regularizacion no puede hacerse arbitrariamente pequefio.

Sin embargo, eligiendo un A adecuado se obtiene una reduccién significativa de los costos de
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transaccion. Este es un problema convexo y por lo tanto puede ser resuelto de forma eficiente,
se utiliza el solver ECOS (Domahidi et al. 2013) de CVXPY (Steven Diamond y Boyd 2016)
que utiliza un método de punto interior. Denotamos a este método Ordinary Least Squares with

Trading Frictions (OLSTF).

5.1.2. Estimacion del modelo de series de tiempo

Explicamos ahora cémo estimar los pardmetros del modelo de Ornstein-Ulhenbeck de la
ecuacion Tenemos que la solucién estd dada por la ecuacién Podemos discretizar
esta ecuacion en pasos de duracion At = 1 (es decir, un dia) o mas generalmente de acuerdo a la
frecuencia de nuestras observaciones. Se obtiene por lo tanto una serie de tiempo autoregresiva
AR(1):

Xe=p+o( Xy —p)+v, t=1,...,L, (5.2)

g?(1—e2r)

donde ¢ = e "y v, ~ N(0,07) con 07, = ——5—.

Un proceso AR(1) se puede estimar con
una regresion de series de tiempo por OLS o también por otros métodos mas sofisticados.

Se plantea la siguiente regresion:
Xt:a‘i'bthl‘i‘l/t, tzl,...,L,

con la sustitucion a = (1 — ¢), b = ¢. Luego, con los estimadores por OLS de a, I;, 52 obtene-
mos estimadores plug-in de los parametros del proceso de Ornstein-Uhlenbeck por:

A /\2 A
. a .9 052K

i=—log(h), fi=—r, .
g(b), T3 T

Alternativamente, la regresion de la ecuacion|d.2|se puede hacer por métodos robustos cuan-
do no se piensa que los errores sean normales. La motivacion detrds de esto son las colas pesadas
de los retornos diarios de acciones, o presencia de retornos atipicos (outliers). Un método posi-
ble es cambiar la funcion de pérdida cuadrética utilizada en OLS por la funcién de pérdida de

Huber (Huber loss) dada por:

L) = - (53)

donde ¢ es un parametro. El comportamiento lineal de esta funcidn para errores mayores a

hace que se reduzca significativamente la sensibilidad de las regresiones a la presencia outliers.
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Este tipo de regresiones puede resolverse de forma eficiente reformulando al problema de mi-
nimizacién como uno convexo con restricciones o también a través de recursive weighted least

squares. Se utiliza el valor por defecto § = 1,35 para determinar la region cuadratica de L.

5.2. Estrategias de aprendizaje reforzado
5.2.1. Planteamiento del problema de programacién dinamica estocastica

Para aplicar las técnicas del aprendizaje reforzado, se debe especificar el problema en este
lenguaje, es decir se debe definir un estado, control, funcién de dindmica, funcién de costos, tipo
de horizonte, etc. Esto requiere de tomar un gran nimero de decisiones de modelado, supues-
tos y simplificaciones a la hora de plantear el problema como uno de programacién dindmica
estocdstica.

En un primer enfoque, nuestro punto de partida es la estrategia, o mds bien politica en el
lenguaje del aprendizaje reforzado, de Avellaneda y Lee (2010). Los factores del modelo son
construidos por PCA y nuestro modelo de series de tiempo es un AR(1) como en AL. En el
problema de SDP que se plantea, se considera a un solo portafolio de arbitraje a la vez, por lo
tanto tomamos como control del problema un peso normalizado a {—1,0, 1}, que es nuestro

espacio de controles del problema. Es decir,
Uy € Ut<xt> | {_Loa 1}

Esto es, si u; = 1 entonces compramos long un ddlar en el portafolio de arbitraje, si es —1
se vende short y si es 0 no se tiene una posicion abierta. Se podria plantear directamente el
problema de optimizacién conjunta para todos los portafolios de arbitraje. Sin embargo, esto
hace que el espacio de controles sea enorme, este tiene 3" controles y ademds se debe conocer
la dindmica conjunta de todos los portafolios de arbitraje, con lo cual plantearlo o resolverlo
con estas técnicas es muy complejo.

Por simplicidad de la notacién, vamos a suponer que nos encontramos al final del dia ¢,
habiendo observado Ry, nuestro estado z, reflejard esta informacién. En ese momento debemos
elegir nuestro control u; para el dia siguiente, y esperar a observar la aleatoriedad dada por w;
que tiene la informacion de retornos del dia siguiente. Vamos a suponer que todas las operacio-

nes se realizan al cierre del mercado. Esto es una idealizacién ya que en la practica no se opera
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instantdneamente y exactamente a ese precio.

Recordamos que dada la serie de residuos &ft = (€it—L+1,---+Eit—1,Eit) S extrae la sefial
9AL (5&) de acuerdoala ecuaci(’)n estimando los pardmetros del proceso AR(1). Esta sefial
es suficiente para filtrar, calcular el score y aplicar la politica de AL en base a ella. El problema
es que si uno se queda solo con HAL(eft), no se puede calcular el estado al dia siguiente, ya
que es necesaria la serie de los residuos. Esto no es una obstruccion real, ya que simplemente
se puede usar a la serie de los tltimos L residuos como parte del estado y extraer §4F (5£t)
a partir de este. Mds audn, al formular el estado en términos de los residuos esta formulacién
resulta agndstica respecto al modelo elegido y puede utilizarse con otros modelos. Ahora bien,
la funcién de costo del problema tiene en cuenta a los costos de transaccién y tenencia, con lo
cual es necesario conocer el control o peso anterior en el portafolio de arbitraje (es decir, u;_1).
También se necesita conocer ;, ®;, | para traducir estos pesos en portafolios en pesos de los

activos de acuerdo a[3.3.5] Por lo tanto, se toma como estado del problema a
L
Ty = (€i7t7 Ug—1, q)t7 ¢t—1)' (54)
El costo de transaccion de esta posicion es

fHQt - Qj—l”l ~ fHQt v thHl 3 fHutCDtTei - utflq);r_leiula

donde hacemos la simplificacion Q| ~ Q;_; (i.e. se ignora el retorno de la posicién en un
dia) y donde e; denota el i-ésimo vector de la base canénica de RY. Notamos que <I>tTei = ®;y
es la fila i-ésima de la matriz ®,, y nos dice cudles son los pesos de cada activo en el portafolio
de arbitraje i-ésimo. Observamos que el costo de transaccién no es cero ain cuando no haya un
cambio de posicion si ®; y &, ; difieren, aunque en general este costo por rebalanceo suele ser
un orden de magnitud menor.

Se puede simplificar el costo de transaccion si se asume que ®; = ®,_, es decir ignorando
los costos de rebalanceo debido al cambio en los factores, luego el costo es cero si no hay

cambios en el control. Por lo tanto tenemos

ENQr — Q11 = &l Pigllr]ue — ueal.

Mas aiin, se puede simplificar ||®;||; reemplazandolo por un valor promedio, ya que espera-

mos que estas normas sean relativamente estables en el tiempo. Si bien esto hace que nuestro
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problema sea aproximado, esta es solo una aproximacién que se hace con el fin de encontrar la
estrategia, a la hora de operar vamos a considerar los costos del portafolio completo de forma
exacta segun la ecuacion (3.34

El costo de tenencia de este portafolio de arbitraje estd dado por
|| min(Qy, 0)[|y = 0fu, min(®, e;, 0)[1 = du| || min(®y, 0)]1,

donde min(®; ;, 0) es la posicién short del portafolio de arbitraje i-€simo. Aqui también se pue-
de simplificar esta constante por un valor promedio. También es esperable que este sea aproxi-
madamente la mitad que ||®;,||;, ya que siendo portafolios neutrales al mercado esperamos que

aproximadamente las posiciones long y short tengan pesos similares. Luego,
) 4]
O]l min(Qy, 0l ~ 5 Jue] [|Piell2
El retorno a un dia del portafolio de arbitraje dado el control u,; estd dado por
T () FNT T
UtEqt+1 = Ut [Rf,tﬂ a i,t(wt ) Rerl} = W€ q)tRfﬂa

de acuerdo a las ecuaciones y

Luego la funcién de costo del problema simplificado se define como:

)
e we) = U (et [Ouel €l = weesl + Sl

donde U : R — R es una funcion de utilidad céncava (e.g. U(z) = In(1 + z), U(z) = v — yz?
para v > 0, etc.), y donde la componente estocdstica del problema estd dada por el retorno del
portafolio de arbitraje w; = €;,41, que es desconocida al cierre del dia ¢ en el cual debemos
tomar nuestra posicion para el dia t + 1.

Ahora bien, dado que el costo del problema a tiempo ¢ depende de ||P;.||;, para poder
simular este problema deberiamos poder calcular ||®; s||; para s = ¢ + 1,¢ + 2,... pero estos
dependen de retornos futuros. El supuesto que hacemos es que ||®,||; se mantiene estable,

es decir no cambia significativamente, en una ventana de dias pequefia respecto al periodo

de estimacion. Esto es, || D; |1 = ||®i4|1 para s = ¢,t + 1,...,t + H. Empiricamente, los
portafolios de arbitraje que se construyen tienen una exposicion bruta de aproximadamente 4

dolares, con dos ddlares long y dos short.
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Notamos que para el problema simplificado, el estado z; en la ecuacién [5.4] puede simpli-
ficarse y tomarlo como z; = (5%, u;—1). La ecuacién de la dindmica del estado consiste

simplemente en agregar w; = €; 441, I€MOVer €;;_,41, y reemplazar u,_; por u,. Esto es,

Topr = fe(@, up, wy) = (5iL,t+1aut)-

El problema se formula como uno de horizonte mévil, es decir, se toma un horizonte de H
dias en el futuro y el objetivo es resolver un problema como aquel de la ecuacién [3.19] Faltan
dos ingredientes para que el problema se formule completamente, el primero es la funcién de
costo final gy (x; ). Si se quiere es posible tomar a esta funcion como cero, sin embargo
en este caso resulta mds apropiado tomar a esta como el costo de transaccion para cerrar la

posicion, esto es

9 (@ern) = —U (|| Pill1 {luerm-1]) = —U (| Pse|l1 &[pry(zerm)])

donde pr,(z;) = u;—; indica la proyeccion en la tltima coordenada del estado dada por el
control del dia anterior. Esta eleccion se debe a que queremos que la estrategia abra posiciones
que resulten beneficiosas en el corto plazo, més especificamente dentro del horizonte mévil que
definimos. Se toma H = 10 dias, ya que de acuerdo a estudios empiricos en Avellaneda y Lee
(2010), la mediana del tiempo de reversion es 7.5 dias, y el 75 % de los portafolios de arbitraje
revierte en menos de 11 dias.

El dltimo ingrediente para especificar el problema de forma completa consiste en el modelo
probabilistico que sigue w; = €;+1. Esto lo hacemos de acuerdo al modelo AR(1) de Avella-
neda y Lee (2010) sobre los residuos acumulados (X, ..., X ) definidos en la ecuacién m

De acuerdo al modelo definido en la ecuacién [5.2]tenemos que

i1 = Xpp1 — Xp =p+ (X —p) + v — X = (1 — 0)(p — X1) + Vg1,

o?(1—e2%)

donde p = e ™"y ~ N(Oﬂg) con o, = 2%

. Con lo cual, queda especificada la
distribucion de w; = €; ;41 condicional al estado x; y el control u;, aunque es independiente de

este dltimo.
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Esto nos permite formular el problema como

t+H—-1

min E Z -U (,us(il?s)ws — 1 ®sell1 (€ s (2s) — prs—1(@s—1)| + g ’Ms(xs)‘))

Kty Ht+ H—1
s=t

—U ([|[®sell1 & |1t m—1 (Tegm-1)])

sujeto a ps(zs) € {—1,0,1}, 441 = (5£s+1,,us(x5)),
(5.5

dado x;.

5.2.2. La estrategia naive rollout

Una vez planteado el problema en [5.5] podemos aplicar a este los métodos introducidos en
la subseccion En un primer enfoque se ataca al problema mediante el método del rollout o
one-step lookahead introducido en la subseccion[3.2.3] tomando como politica base la estrategia
de Avellaneda y Lee. Recordamos que lo que queremos es evaluar los controles u; € {—1,0, 1}
para elegir el que nos dé un menor Q-factor @} (z;, u;) cuando a partir del dia siguiente aplica-
mos la politica de Avellaneda y Lee basada en el score. Para evaluar estos ()-factores podemos
hacer M simulaciones del problema empezando con cada control como en la ecuacién[3.15] Una
ventaja de este problema es que dado que la distribucion de los w, no depende de los controles
utilizados (implicitamente estamos asumiendo que nuestra posicién no mueve al mercado), se

simulan M secuencias de "

y se utilizan para evaluar los tres controles. Se toma el nimero
de simulaciones /M = 1000, este debe ser grande ya que la convergencia del método de Monte
Carlo es lenta (de orden ~ 1/ v/M). Esta politica estd garantizada a mejorar a la politica base de
acuerdo a la proposicién [3.2.3] al menos cuando el problema siga realmente al modelo de OU,
y cuando los pardmetros del modelo son conocidos. Esta mejora puede evaluarse simulando
procesos de OU discretizados.

Ahora bien, en la préctica los pardmetros del modelo son desconocidos, estos son ¢, o>
del AR(1) o alternativamente «, 0> del proceso de OU. En un primer enfoque, lo que se hace
es simplemente reemplazar los valores verdaderos por los estimados en la subseccion y
realizar las simulaciones con estos pardmetros. Este método es lo que llamamos la estrategia

rollout Avellaneda y Lee (RAL) o naive rollout, que consiste en la aplicacion naive o ingenua

del rollout a la estrategia base de Avellaneda y Lee. Este método es reforzado por las mismas
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técnicas de screening utilizadas para AL. Esto es, en un primer paso se evalda el R? y el &
y se aplica un umbral segin el cual se descarta el portafolio de arbitraje si no se cumplen
estos requerimientos. Es decir, si R? < R?,, o k < K. entonces ni siquiera se realizan las

simulaciones y se elige u; = 0.

5.2.3. La estrategia rollout with bootstrap

Dado que los pardmetros son desconocidos, un enfoque mds apropiado a utilizar es el de
plantear el problema como uno de informacién parcial de los estados introducido en la sub-
seccion Ahora el problema es un POMDP con un pardmetro desconocido 6 = (¢, 02) 6
alternativamente reparametrizando se puede tomar (r, o2). Si bien 6 es desconocido, se toma un
enfoque bayesiano sobre este y se tiene una distribucién de ¢ condicional a las observaciones,
que en este caso serd la serie de los residuos acumulados (X7, ..., X ). Para definir la distribu-
cién de 6 condicional a las observaciones, utilizamos un método bootstrap para series de tiempo

introducido en Efron y Tibshirani (1986) similar a los ya mencionados en la seccion[3.1.3]

Dada una serie de tiempo AR(1) con media cero:
Zt:¢Zt—1+€tu tzl?"'7T7

con |¢| < 1y e, ~ N(0,02) independientes, entonces primero se estiman ¢, 2 por OLS. Dado
(;AS se tienen residuos estimados,

b= Ty — ¢Zy4 (5.6)

Esto permite generar muestras bootstrap empezando con Zfb) = Z; y generando los siguientes
Z de acuerdo a
70 =970 +&P =2 ... T, (5.7)

~(b . . . o, . .
donde los 5§ ) se obtienen haciendo muestreo con reposicion de los residuos estimados en la

ecuaci(’)n parab = 1,..., B. Luego de obtener las muestras bootstrap {(Zfb), Ce Z¥) ))}le,
se puede volver a estimar para cada una de ellas los parametros ) = (¢ (02)®) por OLS.
Esto define una distribucion a posteriori de los pardmetros = (¢, 0®) condicional a las obser-
vaciones, que se obtiene facilmente y sin declarar una distribucion a priori.

Una alternativa a este método de bootstrap es un método completamente paramétrico, segin

el cual se simulan los residuos de acuerdo a muestras independientes égb) ~ N(0,6%) y luego
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se procede como en la ecuacién[5.7]

Notamos que una simplificacién que se estd haciendo en este método es suponer que /. €s co-
nocida cuando en realidad lo que se hace en la préctica es reemplazarla por su estimador j dado
por el promedio. Esto no es necesario realmente, podria re-estimarse también por bootstrap.

Con esta distribucion simulada sobre los pardmetros desconocidos podemos aplicar el mé-
todo rollout introducido en la ecuacion Dadas las simulaciones de los pardmetros §(*) =

(b)

(6", (62)®) obtenidas por bootstrap se simulan X"}, ..., X|") . de acuerdo a

14

ng):ﬂ+¢(b)(X(b)1_ﬂ)+y§b)’ S:L+1,...,L+H,

Ss—

con £ ~ N(0, (62)®). Esto define a los w” tomando diferencias. Con estas simulaciones se
evaluan los controles estimando los ()-factores de acuerdo a[3.23|donde a partir del siguiente dfa
se aplica la politica de Avellaneda y Lee. Se toman B = 1000 muestras bootstrap y para cada
una de ellas se hacen simulaciones, con lo cual el costo computacional es del mismo orden que
el naive rollout. Este segundo método lo llamamos rollout con bootstrap de Avellaneda y Lee,
y en realidad hay dos variantes, la version no paramétrica y la version paramétrica de acuerdo a
cudl método bootstrap se utiliza (las notamos rollout with non-parametric bootstrap, RNPB-AL

y rollout with parametric bootstrap, RPB-AL respectivamente).
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6. Resultados

6.1. Resultados en un entorno de simulado

Para evaluar las estrategias propuestas generamos simulaciones de procesos AR(1) y se
evalda las estrategias sobre estos como si fueran residuos operables. Tomamos los pardmetros
uw=0,¢=09yo0, = 0,005 que son similares a los que se obtienen al estimar los procesos

AR(1) sobre portafolios de arbitraje. Graficamos una simulacién de estas caracteristicas en la

figura 2]

0.03 1
0.02

0.01 I |

0.00

—0.01 A

—0.02 ~

—0.03

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Figura 2: Gréfico de (X});, una serie de tiempo AR(1) simulada con p = 0,¢ = 0,9,0, =
0,005, para 1000 dias.

En la figura 3] observamos el retorno acumulado obtenido por las cuatro estrategias para un
solo activo simulado durante 1000 dias. Los algoritmos utilizan una ventana de estimacion de
L = 60 dias. Se observa que las estrategias estan bastante correlacionadas y usualmente toman
la misma decision. También se observa un rendimiento superior de las estrategias basadas en
rollout.

Para evaluar de forma mds robusta los algoritmos decidimos hacerlo en el horizonte de

H = 10 dias pero simulando un gran nimero de veces cada estrategia. Esto es, se simulan N =
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Figura 3: Retorno acumulado de las estrategias para un activo simulado AR(1) con ¢ =
0,9,0, = 0,005, expocision por activo de A = 2 délares, costo de transaccion & = 0,0005

y sin costos de tenencia (i.e. 6 = 0).

10000 “activos simulados” idénticos e independientes. Graficamos la distribucion de retornos
resultantes para los activos en los que el algoritmo opera en la ventana de 10 dias, es decir al
menos abre una posicion. Estos son los retornos relevantes ya que el equity se reparte solo sobre
los activos donde se abren posiciones. Se observa en la figura [d] que las estrategias de rollout
(RAL) y rollout with bootstrap (RBALNP, RBALP) obtienen un retorno medio mds bajo que
la estrategia base de Avellaneda y Lee (AL), y una volatilidad similar. También notamos que la
estrategia de AL es mas conservadora ya que abre alrededor de la mitad de posiciones que las
estrategias de rollout, ver cuadro 2] Notamos que las estrategias de rollout obtienen resultados
muy similares. A primera vista uno podria concluir que es preferible entonces la estrategia base
de Avellaneda-Lee, sin embargo hay que tener en cuenta que de acuerdo a esta simulacion, en
10 AL solo abre 65 posiciones en un portafolio con 500 activos, mientras que las estrategias de
rollout operan aproximadamente 105 activos. En el caso de activos independientes, al tener més
del doble de activos esto logra que la varianza del retorno promedio se reduzca lo suficiente

como para obtener una estrategia con mejor Sharpe ratio, como observamos en 2]

44



Media - sigma: -0.4788% | [ edia + sigma: 1.
| i

Frecuencia

—1.00% —0.50% 0.00% 1.50% 2.00%
Retorno acumulade

Media - sigma: -0.4750% | T Media + sigma: 1.1260%
! 1 N RAL

Frecuencia

-1.00% -0.50% 0.00% .50% 1.50%
Retorno acumulade

Media - sigma: -0.4468% |
H

I Media + sigma: 1.1493°%
i

150 4 B RBALNP

100 A

Frecuencia

50 4

—1.00% —0.50% 0.00% 1.50% 2.00%
Retorno acumulado

Media - sigma: -0.2681% ' o ¥ [ Media + sigma: 1.1368%
I P N RBALP

Frecuencia

0.00%
Retorno acumulade

Figura 4: Distribucioén de retornos individuales acumulados obtenidos en una ventana de
H = 10 dias para N = 10000 activos simulados AR(1) con p = 0,¢ = 0,9,0, = 0,005
desconocidos (es decir, estimados por los algoritmos), exposicion por activo 2 dolares, costo de

transaccion £ = 0,0005 y costos de tenencia 0 = 0,0001.

Estrategia | N° de operaciones W o Sharpe ratio
AL 1335 0.40% | 0.83 % 2.96
RAL 2033 0.33% | 0.80 % 391
RBALNP 2102 0.35% | 0.80 % 4.42
RBALP 2103 0.34% | 0.81 % 4.31

Cuadro 2: Niimero de operaciones por estrategia en la simulacién de la figurafd] retorno medio
(1) y volatilidad (o) por activo, y Sharpe ratio aproximado de 10 dias de las estrategias para

500 activos.

En una segunda simulacién se generan N = 1000 activos “sintéticos” con pardmetros p =
0,¢ = 0,9,0, = 0,005. Se simulan procesos AR(1) independientes en un periodo de 120 dias

y se los opera a partir del dia L = 60. Se forma un portafolio que asigna los pesos de acuerdo
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a la metodologia de la subseccion [3.3.5] Se observa en la figura [5| que la estrategia base de AL
obtiene retornos superiores en esta simulacion que las basadas en rollout, que practicamente no
se diferencian, sin embargo es significativamente mas volatil que estas, por lo que resulta en un

menor Sharpe ratio como observamos en el cuadro 3]

1.030 +

1.025 +

1.020 ~

1.015 ~

Retorno acumulado

1.010 ~

1.005 ~

1.000 ~

T
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (dias)

Figura 5: Retorno acumulado en 60 dias para N = 1000 activos simulados AR(1) ¢ =
0,9,0, = 0,005, exposicién por activo 2 ddlares, costo de transaccion & = 0,0005 y costo

de tenencia 6 = 0,0001.

Estrategia | Retorno Acumulado | Sharpe ratio mensual
AL 291 % 4.80
RAL 2.54 % 6.16
RBALNP 2.60 % 6.19
RBALP 2.65 % 6.24

Cuadro 3: Retorno acumulado y Sharpe ratio mensual por estrategia en la simulacién de la

figura[5

Para entender mejor como se diferencian las estrategias realizamos primero una regresion

del retorno acumulado en funcién de X, estandarizado (i.e. el score). Para capturar la no-
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linealidad de estas funciones se utiliza una regresion por nucleos (Kernel Regression). En la
figura[6] se observan perfiles marcadamente distintos para las estrategias basadas en rollout res-
pecto a Avellaneda y Lee. En general los retornos esperados son més altos y sorprendentemente
resultan bastante asimétricos.

Luego, aplicamos un clasificador para predecir la probabilidad de elegir cada control en fun-
cién de X estandarizado. Se utiliza un clasificador basado en una red neuronal (con dos capas
de 6 y 5 neuronas respectivamente) para capturar las no-linealidades de las funciones. Nueva-
mente se diferencia claramente en la figura(/|la estrategia de AL respecto a las de rollout. Estas
estrategias en general resultan mds “agresivas”, abriendo posiciones con mayor probabilidad.
Notamos que si bien la estrategia de AL es una funcién threshold del score, esto ocurre sola-
mente cuando se calcula el score con los parametros verdaderos, pero aqui el modelo tiene que
estimar i, ¢, 0, con lo cual en la practica se observa un “soft threshold” en funcién del score

tedrico (i.e. con el pardmetro verdadero).

— AL

0.400% -

0.300% o

Retorno esperado

0.200% -

0.100%

T T T T T
-2 -1 0 1 2
X_0 estandarizado

Figura 6: Regresion por nicleos del retorno acumulado en 10 dias en funcién de X estanda-
rizado para cada estrategia. Para N = 10000 activos simulados AR(1) ¢ = 0,9,0, = 0,005,

exposicion por activo 2 ddlares, costo de transaccion £ = 0,0005 y costo de tenencia d = 0,0001.
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Figura 7: Clasificacion por redes neuronales del control elegido en funcién de X para cada

estrategia. Para N = 10000 activos simulados AR(1) ¢ = 0,9,0, = 0,005, exposicién por

activo 2 doélares, costo de transaccién & = 0,0005 y costo de tenencia o = 0,0001.

Por dltimo variamos los pardmetros ¢ y o, para ver como cambia el retorno esperado in-

condicional (i.e. para X, aleatorio) en funcion de estos. En la figura[§]se observa que el retorno

esperado crece en forma convexa a medida que ¢ se achica y en la figura[9]vemos que el retorno

esperado aumenta linealmente con o,. Esto implica que uno podria explotar estos trade-offs

abriendo posiciones mds grandes en los activos con mejores parametros. El problema es que la

estimacién y el modelo deben ser buenos para que esto sea verdaderamente explotable.
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Figura 8: Regresion del retorno esperado en funcién de ¢ para cada estrategia. Para N = 1000
activos simulados AR(1) para cada ¢ con o, = 0,005, exposicion por activo 2 délares, costo de

transaccion & = 0,0005 y costo de tenencia 6 = 0,0001.
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Figura 9: Regresion del retorno esperado en funcion de o, para cada estrategia. Para N = 1000
activos simulados AR(1) para cada o, con ¢ = 0,9, exposicion por activo 2 ddlares, costo de

transaccion & = 0,0005 y costo de tenencia 6 = 0,0001.
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6.2. Resultados por back-testing en datos historicos

Para evaluar las estrategias obtenidas se utilizan los datos histéricos obtenidos de acuerdo a
la seccion ] Se tiene un poco mas de 10 afios de retornos de N = 451 componentes del indice
S&P 500, desde el 1™ de enero de 2013 al 18 de mayo de 2023.

Se utiliza una ventana de 252 dias (i.e. aproximadamente un afio de retornos) para obtener
los factores de PCA, con lo cual nuestra estrategia comienza a operar recien el 1" de enero
de 2014, para obtener los pesos w!”, € RY*X El nimero de factores es un hiperparametro
que tomamos en los valores K = 5,8, 10, 15 para evaluar el rendimiento de las estrategias en
funcién de K. Se utiliza una ventana de L = 60 dias para estimar la matriz 3,_; € RV*K,
También se utilizan L = 60 dias para estimar la regresion de series de tiempo del AR(1) de
cada portafolio de arbitraje. Las estrategias basadas en rollout se evaluan con N;,, = 1000
simulaciones, y se usa un horizonte mévil de H = 10 dias. Se utiliza U(z) = log(1 + =) para
optimizar el retorno acumulado en 10 dias en cada portafolio de arbitraje.

Se construye y se evalua el portafolio siguiendo la metodologia de la subseccion [3.3.5]
especificamente la ecuacién [3.34] nos da el P&L del portafolio y el equiry se distribuye de
acuerdo a la ecuacion [3.36)con A; = 1 lo que nos da un un leverage bound de uno para todo
tiempo. Se evalua las estrategias primero sin costos de transaccion (i.e. £ = 0, 6 = 0) como en
Pelger et al. (2021), de acuerdo a su retorno total, Sharpe ratio (SR), retorno excedente medio
(u) y volatilidad (o).

Los resultados del cuadro f] muestran que las estrategias basadas en rollout obtienen re-
sultados significativamente superiores a la estrategia base de Avellaneda y Lee, para cualquier
nimero de factores de PCA (K). En términos de Sharpe ratio, la mejora en algunos casos mas
que duplica a la estrategia base. Se obtienen SR mayores a uno que son considerados altos,
siendo el maximo conseguido con K = 10 factores en 1,15 para la estrategia RAL. También
mejoran en las métricas de retorno excedente medio y volatilidad (mds baja). Se observa que
para ' = 15 factores el rendimiento de las estrategias se empieza a deteriorar, lo que muestra
que empiezan a incurrir en “noise trading”. Para K = 5 también los resultados son mas pobres,
lo que da indicios de que falta capturar factores de riesgo en el mercado.

En las figuras [TOJTT][T2]y [I3]se observan los retornos acumulados de las cuatro estrategias a

lo largo del tiempo, para distintos nimeros de factores de PCA (/). A simple vista se observa
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que los retornos para KX = 10 son menos volatiles sin perder retorno medio, lo que resulta
en Sharpe ratios mas altos en general. También se observa que cuanto mayor es la volatilidad
del mercado, mayor es el retorno de las estrategias en general, hecho que se puede apreciar

claramente en la crisis del Covid-19 de febrero a agosto de 2020.

K | Estrategia | Retorno Total | SR Rn 1 o
5 AL 13.04 % 0.29 | 1.31% | 0.31% | 1.08 %
RAL 16.63 % 0.73 | 1.65% | 0.65% | 0.89 %

RBALNP 14.85 % 047 | 1.48% | 0.48% | 1.03 %

RBALP 18.61 % 081 | 1.83% | 0.83% | 1.02%
8 AL 14.88 % 0.59 | 1.48% | 0.48 % | 0.82 %
RAL 17.61 % 1.10 | 1.73% | 0.73 % | 0.67 %

RBALNP 18.29 % 1.03 | 1.80% | 0.80% | 0.78 %

RBALP 18.63 % 1.07 | 1.83% | 0.83% | 0.77 %
10 AL 15.63 % 0.76 | 1.55% | 0.55% | 0.73 %
RAL 16.89 % 1.15 | 1.67% | 0.67 % | 0.58 %

RBALNP 17.93 % 1.12 | 1.76 % | 0.76 % | 0.68 %

RBALP 16.25 % 0.90 | 1.61% | 0.61 % | 0.68 %
15 AL 10.30 % 0.08 | 1.05% | 0.05% | 0.58 %
RAL 13.01 % 0.66 | 1.31% | 0.31% | 0.46 %

RBALNP 10.95 % 021 | 1.11% | 0.11% | 0.52 %

RBALP 13.01 % 059 | 1.31% | 031% | 0.52%

Cuadro 4: Resultados por nimero de factores de PCA (K), estrategia, Sharpe ratio (SR), re-
torno medio (Ry), retorno excedente medio (1), y volatilidad (o) en términos anuales de los
portafolios en un back-test desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo de 2023. Sin costos de

transaccion, es decir £ = 0, 0 = 0.
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Figura 10: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia con K = 5 factores de

PCA, sin costos de transaccion, para un back-testing desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo

de 2023.
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Figura 11: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia con K = 8 factores de

PCA, sin costos de transaccion, para un back-testing desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo

de 2023.
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Figura 12: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia con X' = 10 factores de
PCA, sin costos de transaccion, para un back-testing desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo

de 2023.
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Figura 13: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia con K = 15 factores de
PCA, sin costos de transaccion, para un back-testing desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo

de 2023.
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Luego se evaluan las estrategias con costos de transaccién. En principio se tom6 £ = 0,0005,
es decir 5 bps, pero este costo resulta demasiado alto para ser representativo de los tltimos afios.
De acuerdo a Hagstromer (2021), el effective bid-ask spread es de 2 bps para la mayoria de los
componentes del S&P 500, lo que resulta en un costo base de 1 bps por transaccion (es decir,
la mitad ya que se reparte entre la compra y venta del activo). Decidimos tomar 2 bps como
proxy de costo de transaccion conservador, considerando componentes menos liquidas o costos
del broker.

Por otra parte, como explicamos en la subseccién[5.1.1] la re-estimacién diaria de los facto-
res de PCA y de los 8 por OLS resulta en altos costos de transaccion por el rebalanceo propio
de los factores en los portafolios de arbitraje. Los resultados para la estimacién por OLS se
muestran en el cuadro 5]y la figura[T4] Se observa que las estrategias obtienen un SR negativo
ya que sus retornos excedentes son negativos. Esto se debe a que gastan mds en transaccionar
que lo que ganan.

Es por esto que con OLSTF se le agrega un término de penalidad a los costos de transaccién
en la ecuacién [5.1] lo que resulta en una reduccién significativa de los costos de rebalanceo en
los factores. En palabras, estamos agregando un bias a OLS para que los portafolios de arbitraje
sean parecidos a los del periodo anterior. Elegimos el pardmetro A para que estos costos de
rebalanceo resulten menores a medio bps por activo. Esto resulta en estrategias distintas atin
en el caso de que no se consideren costos de transaccion, ya que los betas de los factores son
distintos. Se observa en el cuadro[6]que para K = 8 factores las estrategias obtienen un retorno
mads alto con OLSTF que cuando los betas se estiman por OLS. Sin embargo, la volatilidad de las
mismas se incrementa practicamente en igual proporcion con lo cual los SR resultan similares a
los del cuadro] para 8 factores. Notamos que RAL tiene un rendimiento bastante més pobre que
el resto, lo que sorprende dado que en el cuadro | RAL era la estrategia con mejor performance
en SR. Cuando agregamos los costos de transaccion las estrategias se mantienen rentables.
En términos de SR las estrategias de rollout with bootstrap obtienen resultados similares a

Avellaneda y Lee, pero no logran mejorarlo.
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Estrategia | Retorno Total | SR Rn W o
AL 4.41 % -0.65 | 0.46% | -0.54 % | 0.82 %
RAL 6.96 % -0.43 | 0.72% | -0.28 % | 0.66 %
RBALNP 1.72 % -1.04 1 0.19% | -0.82% | 0.78 %
RBALP 3.37% -0.83 | 0.19% | -0.64 % | 0.77 %

Cuadro 5: Resultados para K = 8 factores de PCA por estrategia para las estrategias con costo
de transaccion £ = 0,0002 (i.e. 2 bps) y S calculado por OLS. Sharpe ratio (SR), retorno medio
(Rn), retorno excedente medio (u), y volatilidad (o) en términos anuales de los portafolios en

un back-test desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo de 2023.
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Figura 14: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia con KX = 8 factores de
PCA, con costo de transaccién & = 0,0002 (i.e. 2 bps) y [ calculado por OLS, en un back-test
desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo de 2023.
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3 Estrategia | Retorno Total | SR Ry I o

0.0000 AL 25.80 % 082 1247% | 1.47% | 1.78 %

RAL 18.97 % 0.69 | 1.86% | 0.86% | 1.25%

RBALNP 26.89 % 1.10 | 255% | 1.55% | 1.42 %

RBALP 27.43 % 1.13 | 2.60% | 1.60% | 1.41 %
0.0002 AL 14.20 % 024 | 1.43% | 0.43% | 1.78%
RAL 10.10 % 0.0311.04% | 0.03% | 1.39%

RBALNP 12.59 % 020 | 1.28% | 0.27% | 1.39 %

RBALP 12.88 % 022 1130% | 0.30% | 1.37 %

Cuadro 6: Resultados por estrategia para K = 8 factores de PCA para costos de transaccion
(€)de 0 bps 'y 2 bps, y 3 estimados con OLSTE. Sharpe ratio (SR), retorno medio (Ry;), retorno
excedente medio (1), y volatilidad (o) en términos anuales de los portafolios para un back-

testing desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo de 2023.
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Figura 15: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia con X' = 8 factores de
PCA, sin costo de transaccién (¢ = 0) y [ estimados con OLSTF, en un back-test desde el 2 de

enero de 2014 al 18 de mayo de 2023.
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Figura 16: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia con K = 8 factores de
PCA, con costo de transaccion de 2 bps y [ estimados con OLSTF, para un back-testing desde

el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo de 2023.
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Otra alternativa que evaluamos fue la de utilizar métodos robustos para la regresion de series
de tiempo, dado la conocida presencia de colas pesadas en los retornos diarios de las acciones
(ver Fama|1965)). Para esto se utiliza una regresion con la funcién de pérdida de Huber (Huber
loss) de la ecuacién [5.3]en lugar de la funcién de pérdida cuadrética que resulta muy sensible a
la presencia de outliers. Los resultados obtenidos para /' = 8 factores se reportan en el cuadro
donde observamos que el rendimiento de las estrategias es peor en términos de SR que con la
regresion de series de tiempo por OLS. Mas atn, las mejoras significativas en el SR observadas
en el cuadro E] respecto a AL no se obtienen en este caso, solo un incremento marginal en el
caso de RBALP.

Por ultimo en el cuadro [§]y la figura [I§] se observan los resultados para un back-test con
N = 329 componentes del S&P 500 desde el 2 de enero 2003 hasta el 30 de diciembre de
2011, para K = 8 factores de PCA. Se obtienen SR menores a los del back-test de 2014 a 2023,
sin embargo esto puede deberse al menos parcialmente al menor niimero de activos en nuestra
muestra. A su vez, no es exactamente el mismo periodo evaluado por Avellaneda y Lee (2010)

(’97-°07) y Pelger et al. (2021) ("02-°16), ni tampoco la metodologia es exactamente la misma.

Estrategia | Retorno Total | SR R L o
AL 15.30 % 0.67 | 1.52% | 0.52% | 0.77 %
RAL 14.01 % 0.64 | 1.40% | 0.40% | 0.63 %
RBALNP 13.16 % 045 | 1.32% | 032% | 0.71 %
RBALP 14.97 % 0.70 | 1.49% | 0.49% | 0.70 %

Cuadro 7: Resultados para K = 8 factores de PCA por estrategia para los modelos con regre-
sion robusta de series de tiempo (Huber loss). Sharpe ratio (SR), retorno medio (Rn), retorno
excedente medio (u), y volatilidad (o) en términos anuales de los portafolios en un back-test
desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo de 2023. Sin costos de transaccion, es decir £ = 0,

0 =0,y [ estimados por OLS.
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Figura 17: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia con X' = 8 factores de
PCA, sin costo de transaccion (¢ = 0), con regresion robusta de series de tiempo (Huber loss) y

B estimados con OLS, para un back-testing desde el 2 de enero de 2014 al 18 de mayo de 2023.

Estrategia | Retorno Total | SR Ry L o
AL 20.91 % 013 2.12% | 0.15% | 1.12%
RAL 27.05 % 0.87 | 2.67% | 0.70% | 0.80 %

RBALNP 25.51% 0.62 | 253% | 0.56 % | 0.92 %

RBALP 23.10 % 0.38 | 2.32% | 0.35% | 0.92%

Cuadro 8: Resultados para K = 8§ factores de PCA por estrategia. Sharpe ratio (SR), retorno
medio (Ryy), retorno excedente medio (p), y volatilidad (o) en términos anuales de los portafo-
lios para un back-testing desde el 2 de enero de 2003 al 30 de diciembre de 2011. Sin costos de

transaccion, es decir £ = 0, 0 = 0, y 8 estimados por OLS.
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Figura 18: Retorno acumulado de los portafolios de cada estrategia en un back-test desde el 2
de enero de 2003 al 30 de diciembre de 2011. Se utilizan K = 8 factores de PCA, sin costo de

transaccion de y S estimados por OLS.
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7. Conclusiones y nuevas lineas de investigacion

Los resultados obtenidos en la seccion [6] particularmente los cuadros [3|y ] muestran que
las nuevas estrategias introducidas basadas en rollout consiguen mejorar significativamente a
la estrategia base de Avellaneda y Lee (2010), tanto en un entorno de simulacién como en un
back-testing con datos histéricos. Esto muestra que esta técnica fundamental del aprendizaje
reforzado puede ser utilizada para mejorar estrategias del arbitraje estadistico. Esto confirma
la robustez del método rollout en la préactica como se afirma en Bertsekas (2022a)). Mas atn,
se abre la puerta a investigar nuevas metodologias partiendo de distintos modelos del arbitraje
estadistico como las de Pelger et al. (2021)), u otros métodos mds sofisticados del aprendizaje
reforzado (e.g. Multi-step Lookahead, Multi-agent Rollout, Approximation in Value Space, Deep
Q-learning, etc.).

En el caso de la evaluacién con costos de transaccién en el cuadro 6] no podemos concluir
que las estrategias presentadas representen una mejora significativa respecto a la estrategia base
de Avellaneda y Lee (con OLSTF), pero si obtenemos resultados similares. Observamos que
aqui resultan fundamentales los costos de transaccion para la performance de las estrategias.
Sin embargo nuestro modelado de estos es bastante simplificado en este aspecto, lo que debe
tenerse en cuenta a la hora de interpretar los resultados. Una posible mejora en esta direccion
seria utilizando el método del filtro de Kalman como en Feng y Palomar (2016) en lugar del
método de la ventana moévil, o los métodos recursivos de Tsagaris (2010) y Montana et al.
(2009). También como se observa en Pelger et al. (2021) modelos de factores mds sofisticados
con menores errores de pricing pueden mejorar a estas estrategias de forma significativa, por
ejemplo los modelos de Kelly et al. (2019), Kozak et al. (2020) o Pelger et al. (2023) en lugar
de PCA (Jolliffe 2005).

El cuadro[7|nos muestra que un modelo robusto para la regresion de series de tiempo no me-
jora al desempeiio de las estrategias. Al menos en la modificacion béasica con Huber regression
los resultados son peores. Es posible sin embargo que los métodos robustos sean utiles en otra
parte, por ejemplo en la regresion de PCA, donde podrian utilizarse los métodos de Maronna
(1976) o Tyler (1987), o también otros métodos en la regresion de series de tiempo.

Por tltimo, los resultados del cuadro [§] no nos permiten concluir que el rendimiento de

estrategia de Avellaneda y Lee (2010) se haya deteriorado significativamente en los ultimos
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afios. Diferencias en los activos utilizados, en las metodologias y en los periodos hacen que los
resultados no sean directamente comparables a los de Avellaneda y Lee (2010) y Pelger et al.

(2021)).
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A. Demostraciones

Demostracion de la proposicion[3.2.3] Probamos esto por induccion, para k = N es trivial
pues J ]’\‘, = J& = gn. Supongamos que vale para k + 1, entonces
T (xy) =E [Q(fﬂk,ﬂk(%), wy,) + J£+1($k+1)} < E [g(zk, ir(xr), wi) + o (2r41)] =

min B [g(zk, e, wi) + Jfy (2611)] < E [g(an, (@), we) + Ji (we)] = Ji (20),

uk €Uk (k)
donde la primera igualdad es la ecuacion de DP para el rollout, luego usamos la hipdétesis in-
ductiva, posteriormente usamos la definicion del rollout, y en la dltima desigualdad el hecho de

que () es un control en Uy (xy). O

Demostracion de la proposicion[3.3.1] Se define f(t,x2) = ez y se calcula df (¢, X (t)) utili-
zando el Lema de It6 (ver Shreve 2004, Teorema 4.4.1):
1
df(t, X (t)) = fi(t, X(8)) dt + fu(t, X(1)) dX(2) + 5 fuult, X (2)) dX(2) dX(2) =
ke™ X (t)dt + ™ (k(p — X (t))dt + o dW (1)) = e kudt + ™ dW (t).

Integrando esta ecuacion en ¢ llegamos a que:
t t t
e X (t) — X(0) = / e kpds + 0/ e™ dW (s) = (e™ — 1)+ O'/ e™ dW (s).
0 0 0
Finalmente, reordenando términos obtenemos la ecuacion [3.30¢
t
X(t)=X(0)e "™ +p(l—e")+ Je_”t/ e dW (s).
0

Para la dltima afirmacién consideramos /(t) = fg e dW (s). Se sabe que I(t) tiene distribucion
normal ya que e** es deterministica y tiene media cero dado que es una martingala. Mds atn, su

varianza se puede calcular por la Isometria de It6 (ver Shreve |2004, Teorema 4.3.1):

1

var[I(8)] = E[12(t)] = /0 s = (1),

Por lo tanto var[X ()] = 02(1_2—?%) )
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